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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons la convergence globale d’une famille de
deux parameétres des méthodes du gradient conjugué (cas particulier d’une
famille de trois parameétres), dans lesquelles la procédure de recherche linéaire
de Wolfe forte est remplacée par une formule fixe de longueur de pas. En plus
des résultats de convergence, nous présentons les résultats numériques pour
les différentes méthodes du gradient conjugué non linéaire.

Mots clés :

Gradient conjugué. Algorithme. Convergence globale. Recheche linéaire
inexacte. Régle d’Armijo. Regle de Wolfe (forte et faible). Méthode de Hestenes-
Stiefel. Méthode de Fletcher-Reeves. Méthode de Polak-Ribiére-Polyak. Mé-
thode de la descente conjuguée. Méthode de Liu et Storey. Méthode de Dai
et Yuan. Méthode de BFGS.
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Abstract

We study the global convergence of a two-parameter family of conjugate
gradient methods in which the line search procedure is replaced by a fixed
formula of stepsize. This character is of significance if the line search is ex-
pensive in a particular application. In addition to the convergence results,
we present computational results for various conjugate gradient methods wi-
thout line seartch.

Key words :

Conjugate gradient. Algorithm. Global convergence. Inexact line search. Armijo
line search. Strong Wolfe line search. Weak Wolfe line search. Hestenes-Stiefel
Method. Fletcher-Reeves Method. Polak-Ribiére-Polyak Method. Conjugate
descent Method. Dai-Yuan Method. Liu - Storey Method. BFGS Method.
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Introduction

Dans la vie courante nous sommes fréquemment confrontés & des pro-
blémes "d’optimisation" plus ou moins complexes. Cela peut commencer au
moment ol 'on tente de ranger son bureau, de placer son mobilier et aller
jusqu’a un processus industriel par exemple pour la planification des diffé-
rentes taches. Ces problémes peuvent étre exprimés sous la forme générale
d’un "probléme d’optimisation".

L’optimisation peut étre définie comme la science qui détermine la meilleure
solution a certains problémes mathématiquement définie, qui sont souvent des
modeles de physique réel. C’est une technique qui permet de "quantifier" les
compromis entre des critéres parfois non commensurables.

L’optimisation recouvre 1’étude des critéres d’optimalité pour les diffé-
rents problémes, la détermination des méthodes algorithmiques pour résoudre
ces problémes, I’étude de la structure de telles méthodes et ’expérimentation
de ces méthodes avec des problémes de la vie courante.

D’un point de vue mathématique, I'optimisation consiste & rechercher le
minimum ou le maximum d’une fonction avec ou sans contraintes.

L’optimisation puise ses racines du 18iéme siécle avec les travaux de :

- Taylor, Newton, Lagrange, qui ont élaboré les bases du développement
limité.

- Cauchy (1847) fut le premier & mettre en ceuvre une méthode d’opti-
misation, méthode du pas de descente, pour la résolution de problémes sans
contrainte.

Il faut attendre le milieu du vingtiéme siécle, avec I’émergence des calcu-
lateurs et surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre
des avancées spectaculaires en termes de techniques d’optimisation. essen-
tiellement en Grande Bretagne.

De nombreuses contributions apparaissent ensuite dans les années soixante.

G. Zoutendijk (1960), C. W. Carroll (1961), P. Wolfe (1961), R. Fletcher et
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

M. J. D. Powell (1963), C. Reeves (1964), A. A. Goldstein (1965) et A. V.
Fiacco et G. P. McCormick (1968) pour la programmation non linéaire ainsi
que E. Polak et G. Ribiere (1969), B.T. Polyak (1969) et J.F. Price (1969).

On s’interesse dans ce mémoire au probléme (P) suivant :

(P {minf (x),

ou f:R" — R.

Beaucoup de problémes peuvent se formuler de cette maniére. D’autre
part, dans les problémes ou les variables z1, - , x,, sont astreintes a vérifier
des conditions supplémentaires (du type : g;(z;) <0,i=1,--- ,m ) on peut
dans certaines conditions se ramener a des problémes d’optimisation sans
contraintes.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problémes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel, pour la
minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves
puis en 1969 par Polak, Ribiére et Ployak. Une autre variante a été étudiée
en 1987 par Fletcher. Une nouvelle variante a été proposée en 1991 par Liu
et Storey. Enfin une derniére variante a été étudiée en 1999 par Dai et Yuan.

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :
Th+1 = T + /\kdk (01)

Le pas A\; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules sui-

vantes :
o —01 sik=1
= { — gk + Bdi—1 stk > 2 (0.2)

gk = Vf(xk) et By €R.
Les différentes valeurs attribuées & (3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Si on note yr_1 = gr — gr_1, on obtient les variantes suivantes :

T
s _ Y1

i gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel. (0.3)

dklkl

2
FR — %, gradient conjugué variante Fletcher- Reeves. (0.4)
Jk—1

T
el e yk_lz, gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak. (0.5)

lgk—1l]
CD _ ||9k||2 . . . )
P d— gradient conjugué variante descente conjugué. (0.6)
k—19k—1
Ls _ 0tV dient conjugué variante de Liu-St 0.7
e R gradient conjugué variante de Liu-Storey. (0.7)
k19
Y CZHLH’ gradient conjugué variante de Dai-Yuan. (0.8)
k—1Yk—1

Malgré I'importance de toutes ces méthodes elles ont été étudiées de fagcon
individuelle et chacune a part par Flecher, Powell, Wolf, El Baali, Polak-
Ribiere, Polyak, Y. H. Dai et Y. Yuan, ... Il est alors légitime de se poser la
question suivante :

Peut on définir et unifier toutes ces méthodes dans une méme classe Y.
Dai et Y. Yuan ont répondu dans [11] positivement & cette question. La forme
unifieé du gradient conjugué en question est de la forme (0.1)et (0.2) ou f,
est la forme génerale suivante :

(1 — M) gl + Meg? v

Bk -
(1 — o — wi) gr—1lI” + prdl_ Y1 — wrd]_ 1 gr

, (0.9)

avec : A\, € [0,1], p, € 10,1], wy € [0,1 — p,] sont des parametres.
Le but de ce mémoire est d’étudier la convergence des méthodes du gra-
dient conjugué de deux paramétres ou 3, dans notre cas est donné par :

g,fyk 1
B, = - . (0.10)
(1= g —w) lgr—1 ]l + pdf_yyr—1 — wdl_ ges

Ou p € [0,1] et w € [0,1 — ], (0.10) est une sous famille de (0.9) avec
e =1, g, = et wy = w.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

En plus des résultats de convergence nous présentons quelques résultats
numériques pour les différentes méthodes du gradient conjugué non linéaire
lesquels ont été développés par Sun et Zhang [46] .

Ce mémoire comporte quatre chapitres.

Dans le chapitre premier on rappelle les notions préliminaires de base
concernant ’optimisation sans contraintes.

Dans le chapitre deux on expose les grandes lignes des méthodes d’op-
timisation sans contraintes basées sur les recherches linéaires. On insistera
dans ce chapitre sur les recherches linéaires inexactes dites de Wolfe, Armijo
et Goldstein-Price.

A travers le chapitre trois sont donnés les principes liés aux différentes
méthodes itératives d’optimisation sans contraintes. Ainsi on peut citer le
principe des méthodes de descente, celui des méthodes du gradient, de la
méthode de Newton, méthodes quasi-Newton, les resultas de descente et de
convergence de la méthode du gradient conjugué de trois parametres avec la
recherche de Wolfe et le criteére de relancement de Powell.

Le chapitre quatre est au coeur de ce mémoire car il traite essentiélle-
ment de la convergence de la méthode de gradient conjugué de deux para-
metres (cas particulier d’une famille de trois parameétres ) et les résultats de
calcul pour les différentes méthodes de gradient conjugué non linéaire.

Un probléme ouvert et sa conjecture ainsi qu’'une conclusion achéve ce
mémoire.
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Chapitre 1

Préliminaires : Optimisation
sans cantraintes

1.1 Notations et définitions

Ensemble convexe

Définition 1.1.1 Soit C' un sous ensemble non vide de R™. On dit que C'
est conveze St
Y(z,y) € C2¥A€[0,1],  z+(1 - Ny cC

k
Définition 1.1.2 Soit z1 3, ...,z € R"et A\; > 0 tels que Z/\j = 1. Toute
j=1
k
expression de la forme Z)\jxj s’ appelle combinaisan convexe des points
j=1
x; ou barycentre .

Fonction convexe

Définition 1.1.3 Soit C' C R"™ un ensemble convexe non vide. On dit que la
fonction f:C — R est convexe si

Remarque 1.1.1 On dit que [ est une fonction concave si —f est convexe.

1
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Définition 1.1.4 Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide. On dit que f
est strictement convexe dans C' si

V(z,y) € C? vy, YAe[0,1]: fQz+ (1 - N)y) <Af(z)+ (1= f(y)
Fonction fortement ou uniformément convexe

Définition 1.1.5 Soit C' C R"un ensemble convexe non vide. Une fonction
f:C — R est fortement ou uniformément convere de module v > 0 si

fAz+(1-N)y) < Af(ﬂlf)Jr(1—/\)f(y)—g/\(l—k) lz —yl*, ¥(z,y) € C?, YA €[0,1]
Fonction convexe différentiable

Définition 1.1.6 Soit C' C R"™ un sous ensemble non vide, f : R® — R et
T € int(C), f est dite différentiable au point T, s’il existe un vecteur A € R"et
une fonction a: R™ — R telle que

f@)=f@) + AT (z —2) + |z — 2| a(Z, z — 7),
ot a(Z,x —T) —_ 0. On peut note le vecteur A comme suit :
of(x)  Of(¥)\r
. 1.1
ox; ' Oz, ) (1.1)

Fonction convexe deux foix différentiable

A=VI@E) =

Définition 1.1.7 Soit C C R™ un sous ensemble non vide et f : R® — R,
fest dite deux foix différentiable au point ¥ € int(C') s’il existe un vecteur
Vf(Z) et une matrice symétrique H(Z) d’ordre (n, n) appellée matrice hes-
sienne, et une fonction o : R™ — R tels que

VeeC: f(z) = f(f)+Vf(5E)T(9:—§)+%(m—f)TH(f)(x—/x\)jLHx - Z|?a(Z,z-7),

(1.2)
ot o, x —x) — 0 et

P I R0

0r10x7 011079 0x110%,

*f) *fE) 0 P

H(i‘): 8‘732'8131 8.132'8132 o 69(;281:”

PRI RHG) )

L 0x,0z1 0z,0%9 01,01, ]
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1.2 Convergence des algorithmes

L’algorithme en optimisation

Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, a partir de la don-
née d’un point initial zy, d’engendrer la suite xg, z1, ..., Tk, ...Un algorithme
est parfaitement défini par la donnée de D'application A qui a z;, associe
xpy1 = A(zg). Ceci permettra de confondre un algorithme et 'application A
qui lui est associée.

Fonction multivoque

Une application multivoque est une application A qui a z € R” fait
correspondre un sous ensemble A(x) de R". Etant donné un point xj, en
appliquant les instructions d’un certain algorithme, on obtient un nouveau
point z; 1. Cette procédure peut étre décrite par une application multivoque
A applée application algorithmique.

Convergence globale

Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent si, quelque soit le point de départ zy choisi, la suite
{zr} engendrée par x1 € A(xy) (ou une sous suite) converge vers un point
satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

Les modes de convergence

Soit {4}y Une suite dans R™ convergente vers .

¢ 5Si

T et |

lim sup =a <l

koo lzg — |
On dit que {z},.y converge vers x, linéairement avec le taux a.
¢ Si

7541 — ]

— 0 quand k — oo.
[z — .|

On dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si 3y > 1 tel que :

k1 — 2|

lim sup I < +00.

On dit que la convergence est superlinéaire d’ordre 7.
En particulier si

s It = 2]

7 < —+00.
hooo |y — @]

3
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On dit que la convergence est quadratique(superlinéaire d’ordre 2).

1.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.3.1 [10, P.8] Soit f : R® — R une fonction et d un vecteur
non nul de R™. On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au
point z, notée 6 f(x,d), la limite du rapport suivant

[z + hd) — f(x)

lorsque h tend vert 0.

h
Autrement dit :
hd) —
6f(x,d) = ]llir%f@: i h) J(@) _ VT f(z)d. (1.3)
o Si||d|| = 1 :la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f

dans la direction d ou point x.

Remarque 1.3.1
¢ Le taux d’ accroissement est maximal dans la direction du gradient .
¢ Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

1.4 Direction de descente

Principes généraux
Considérons le probléme d’optmisation sans contraintes (P) :

(P) min f (),

zeR?
ou'f : R" — R est supposé réguliére.
On note aussi Vf(z) et V2f(z) le gradient et le hessien de f en z pour
le produit scalaire euclidien sur R".
On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion
de direction de descente.

Définition 1.4.1 Soit d un vecteur non nul de R™. On dit que d est une
direction de descente de f en x € R™ si

Vf(x)'d <o. (1.4)

4
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Ou encore que d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 0 strictement
plus petit que 90° :

—V/() d [o il [ (1.5)

f = arccos ————— € —
)

IV F (@)l

L’ensemble des directions de descente de f en x est le demi espace suivant

{deR":Vf(z)".d<0}.

Vi)

demi-espace des di
de descente de f en x

f = constante

Fig.1.1- Demi-espace(translat) des directions de
descente d de f en x.

Résultats d’existence et d’unicité

L’existence et 'unicité de la solution du probléme (P) résultent en général
de propriétes de convexité de la fonction f et de 'ensemble C' sur lequel elle
est définie. En effet

Théoréme 1.4.1 Soit f : C C R" — R une fonction strictement conveze
et C' un ensemble convexe. Le minimum de f sur C, existe et est unique.

Preuve. Soit donc = € C tel que f(Z) < f(z),Vz € C. Supposons qu'il
existe ¥ # 7 tel que f(y) < f(z), Vo € C. Formons pour A € |0, 1] le vecteur

p=Nj+ (1 - \N&

D’aprés la stricte convexité de f est puisque nécessairement f( y) = f(
Z) on a
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fw) <M (@) + 1 =N [(E) = f@),

ce qui contredit le fait que Z soit un minimum. On a donc 7 = 7. m

1.5 Conditions d’optimalité

Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P).

Définition 1.5.1 a) z. € R" s’appelle minimum globale du probléme (P) si

f(z,) < f(x),Vx € R™.

b) x. s’appelle minimum local du probleme (P) s’il existe un voisinage
Vo(zy) de x, tel que

fa.) < flx), Ve € Ve(x.).

c) x. s’appelle minimum local strict s’il existe un voisinage V.(x.) de x, tel

que

Jix)

f(zy) < f(x), Yo € Vo(z,.) et x# x,.

minima locaix
- ini loc
P — M minimum local

local ..
Fninuem

local ( strict)
minimum global ( strict)

: b - X

Fig1-2 Type de minimum
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1.5.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.5.1 Soit f : R" — R telle que f est différentiable au point
7 € R Soit d € R™ telle que Vf(Z)Td < 0. Alors il existe 6 > 0 tel que
f(@+ ad) < f(Z) pour tout o € 10, 9.

Preuve. ([10])Comme f est différentiable en Z alors

f@+ad) = f@)+aVf@)d+ald| ANz, ad),

ou (7, ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

f(@+ ozi) — f(7) =Vf@)".d+|d| Nz, ad),a #0,

et comme V f(Z)T.d < 0 et A\(Z,ad) — 0 pour a — 0, il existe § > 0 tel
que
Vf(@)"d+ ||d| \(Z,ad) < 0 pour tout o € 0, 4],

et par conséquent on obtient :

f(Z + ad) < f(Z) pour tout « € ]0, 9] (1.6)

Théoréme 1.5.2 Soit f:R" — R différentiable en T, si T est un minimum
local du probléeme (P) alors Vf(Z) = 0.

Preuve. Par contre, on suppose que V f(Z) # 0. Si on pose d = =V f(Z),
on obtient :
Vi@)"d=—|Vf@|* <0, (1.7)

et par le théoréeme précédent, il existe 6 > 0 tel que :
f(x+ ad) < f(Z) pour tout a € ]0, 4],

mais ceci est contradictoire avec le fait que Z est un minimum local, d’ou

ViZ)=0 =

Théoréme 1.5.3 Soit [ :R™ — R deux fois différentiable en T. Supposons
que T soit un minimum local du probléme (P). Alors V f(Z) =0 et H(ZT) est
semi définie positive.
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Preuve. ([35])Le théoréme ci-dessus montre la premiére proposition, pour la
deuxiéme proposition on a :
~ ~ T LT PN 207112 \ (5
f@+ad) = f(Z)+aVf(x).d+ 30 d" H(Z)d + o ||d||” Mz, ad),

ou \(Z, ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

f@+ad) - f(Z)

o2

1
= idTH(ﬁ?)d + ||| MZ, ad), o # 0. (1.8)

Comme 7 est un minimum local alors f(Z+ ad) > f(Z) pour « suffisam-
ment petit, d’ou

1 ~ ~ .
§dTH(x)d + ||d||> \(Z, ad) > 0 pour a petit.

En passant & la limite quand o — 0, on obtient que que d” H(Z)d > 0,
d’ot H(Z) est semi définie positive. m

1.5.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.5.4 Soit f : R™ — R deuz fois différentiable en . Si V f(T) =
0 et H(Z) est définie positive, alors T est minimum local strict du probléme
(P).

Preuve. ([35]) f est deux fois différentiable au point z. Alors Vz € R, on
obtient :

fl@) = f@)+ V@) (2 -7)+ %(x—f)TH(f)(fE—fH |z = Z|* M@, « — %),

(1.9)

ou A\(Z,x — ) — 0 pour x — T. Supposons que Z n’est pas un minimum

local strict. Donc il existe une suite {z} }convergente vers ¥ telle que f(xy) <

f(@),x # Z,Vk. Posons dy = (xy — )/ ||xx — Z||. Donc ||dg]| = 1 et on
obtient a partir le théoremel.5.2 :

faw) — [(7)

1
<2 —dgH(&?)dk + /\(EL’\, T — ?L‘\) S 07Vk’
2 — 2 2
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et comme ||dy|| = 1, Vk alors 3 {dy },cn, c telle que d, — d pour k — oo
et k € N;. On a bien str [|d|| = 1. Considérons donc {dy},y,et le fait que
ANZ,z, —Z) — 0 pour & — oo et k € Ny Alors le théoréme 1.5.3 donne :
dEH(Z)dy < 0, ce qui conterdit le fait que H(Z) est définie positive car
ld|]| =1 (donc d # 0). Donc Z est un minimum local strict. m



Chapitre 2

Recherches linéaires exactes et
inexactes

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Introduction

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) .

(P): minf (),

z€eR™
ou f:R" — R.
Les algorithmes utilisés par la suite suivent les schémas généraux suivants.

Tp4+1 = T + /\kdk7 (21)

ol \; est une solution optimale du probléeme d’optimisation unidimensionnel
suivant :

minf (xp + Adg) , (2.2)
A>0
c’est -a- dire que A\ vérifie
f (flfk + )\kdk) < f (l‘k + )\dk) ,V)\ > 0,

Tk, di sont fixes et la fonction & minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suit :

A= (N = f(zp + My . (2.3)

10
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Il faut noter que dans les problémes d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre & chaque itération x,, un probléme d’optimisation dans
R.

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer
un pas Ay > 0 le long d’une direction de descente dj. C’est ce que 'on appelle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui
s’intéressent a’ I’optimisation unidimensionnelle :

» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.

2.1.2 Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif, faire décroitre f suffusamment, et pour cela on
cherche a vérifier 'inégalité :

flre + Medi) < f(zg) + “un terme négatif”. (2.4)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de I'algorithme.

Le second objectif, on choisi le pas Ay > 0 d’étre trop petit, pour
assurer la convergence de l'algorithme au point stationnaire .

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car l'inégalité (2.4) est
en général satisfaite par des pas A\, > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est-a- dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire, comme le montre 1’observation suivante.

Si on prend

€

0< < ——\
£ = ok [y

la suite {z}} générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 <[/ < k on a

k-1 1
; Aid; || < ; 5 0,

|2k — 2] =

lorsque [ — oc.
Donc {z} converge, disons vers un point Z. En prenant | =1 et k — oo
dans I’estimation ci-dessus, on voit que Z € B(x1,€) et donc Z ne saurait étre

11
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solution s’il n’y a pas de solution dans B(z1,¢). On a donc arbitrairement
forcer la convergence de {x)} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite
{zr + Adi : A € R} et on adopte la notation suivante :

e: Ry =R, A— @o(N) = f(zr + Ady).

2.1.3 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.1), nécéssitent
la recherche d’une valeur de Ay > 0 optimale ou non, vérfiant :

[k + Ady) < f(ar). (2.5)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal \* peut étre caractérisé
par
¢'(A") =0,

(X)) < p(N), pour 0 < XA <\,

autrement dit, \* est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décroissance
de f. En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne
fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver \* signifie qu’il va falloir
calculer un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela peut étre dissuasif du
point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutot une valeur
de A\ qui assure une décroissance suffisante de f. Cela conduit a la notion
d’intervalle de sécurité.

2.1.4 Intervalle de sécurité

Définition 2.1.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet
de classer les valeurs de \ de la fagon suivante :

¢ Si A\ < a alors A est considéré trop petit.

¢ Sia<)\<balors \ est satisfaisant.

¢ Si A\ > b alors A est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur ¢ les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer a
et b.

12
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2.1.5 Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)
a =b =0, choisir \; > 0, poser k£ = 1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :
Si A, convient, poser A* = A\, et on s’arréte.
Si A, est trop petit on prend ag1 = Mg, bpi1 = b,
et on va a I’étape 2 .
Si A est trop grand on prend by 1 = Ag, axy1 = a,
et on va a ’étape 2 .
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \gy 1 €]agy1, +00[.
Si by 1 # 0 déterminer Ay 1 €lagit, brsa,
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui vont nous
permettre de caractériser les valeurs de A convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire l'intervalle.

2.2 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche & minimiser f, il semble naturel de chercher & mini-
miser le critére le long de dj et donc de déterminer le pas A\, comme solution
du probléme

e -

C’est ce que I'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par
cette régle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal. Dans certains cas, on
préférera le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette
fonction :

A =1nf {A > 0: ' (\) =0, o(\) < ¢(0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette régle est
appelé pas de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont

13



CHAPITRE 2. RECHERCHES LINEAIRES EXACTES ET

INEXACTES
parfois qualifiées de recherche linéaire exacte.
Fas de Paz de
Cuty Couchy /
I

-

Fig 2.1 - Rgles de Cauchy et de Curry

Remarque 2.2.1 Ces deux régles ne sont utilisés que dans des cas parti-
culiers, par exemple lorsque ¢ est quadratique, la solution de la recherche
linéaire s’obtient de facon exacte et dans un nombre fini d’itérations.

Inconvénients : Pour une fonction non linéaire arbitraire,

» il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

» la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut de toutes fagons pas étre faite avec une précision infinie,

» lefficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme
par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu a déterminer un tel pas,

» les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles, moins
gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander que A\, minimise @, on préfére imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toutefois de
contribuer & la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus
un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche
plus facile.

C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe
décrites ci-dessous.

14



CHAPITRE 2. RECHERCHES LINEAIRES EXACTES ET
INEXACTES

2.3 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour ’application de la tech-
nique de recherche linéaire & 'intérieur de la méthode principale multidimen-
sionnelle. Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération
courante xp € R"™ et la direction de recherche d, € R™ qui est direction de
descente pour notre objectif : f : R" — R

va(ZL’k)dk < 0.

Le but est de réduire “de fagon importante”la valeur de I’objectif par un
pas T — Tpi1 = T+ Apdy de xp dans la direction dj.. Pour cela de nombreux
mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...)
ont élaboré plusieurs regles.

Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a ,b], ou
A" € [a ,b], dans lequel :

Le schéma de 'algorithme est donc :

Algorithme (Schéma général des recherches linéaires inexactes)

Etape 0 : (initialisation)

a1 = by = 0, choisir \; > 0, poser kK =1 et aller a I’étape 1 :

Etape 1 :

Si A, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP(A* = Ay).

Si \g est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle : [ag 11 = Ag, bpr1 = 0],

et aller a I’étape 2.

Si Ay est trop grand (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
[ar1 = a,bpgr = Mg,

et aller a ’étape 2.

Etape 2 :

Si bry1 = 0 déterminer \g. 1 € |ag 1, +00].

Si apy1 # 0 déterminer \gi 1 € |agi1, bry1l,

remplacer k par k + 1 et aller & Iétape 1.

11 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) est trop petit ou trop
grand ou satisfaisant.
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2.3.1 Caractérisation de ’intervalle de sécurité
La régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une
portion wy € ]0, 1] de ce que ferait le modele linéaire de f en xy. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

f (ZL‘k + )\kdk) < f($k> + wl)\ka(xk)Tdk (26)

Elle est de la forme (2.4), car w; devra étre choisi dans |0, 1. On voit bien
a la figure 2.2 ce que signifie cette condition. Il faut qu’en A, la fonction ¢
prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

A — flog) + o AV f(2)dy. (2.7)

O > 0y

pented{0) Pentew,d'(0)

Fig 2.2 - La rgle d’Armijo

Reégle d’Armijo
¢ Sip(A) < 9(0) +wi'(0)A, alors A convient.
¢ Sio(N) > ¢(0) + w1’ (0)A, alors A est trop grand.

16
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On peut noter que 'on a

p(A) = f(zr + Ady,)

<P(O> = f(iUk),

@1(0) =V f(zx)" d

[Algorithme 2.1 (Régle d’Armijo))
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir\; > 0, wy € ]0,1] poser k = 1 et aller a 'étape

1.
Etape 1:
©(\) < (0) +w190:(0))\k : STOP (\* = \p).
(M) > ¢(0) +wip (0)Ag , alors
ka =0b, apy1 = Mg et aller & I'étape 2.
Etape 2 :

Si bgy1 = 0 déterminer Ay 1 €] agy1, +00 [.
Si bpr1 # 0 déterminer \giq €] agi1 , brial,
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Remarque 2.3.1 1) En pratique, la constante wy est prise trés petite, de
maniére a satisfaire (2.6) le plus facilement possible. Typiquement, w; =
10~*.Notons que cette constante ne doit pas étre adaptée auzx données du
probléme et donc que l’on ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre wy < 3 pour que

le pas A\ soit accepté lorsque x;, est proche d’une solution.
3) 1l est clair d’aprés la figure 2.2 que l'inégalité (2.6) est toujours vérifiée
st A > 0 est suffisamment petit.

Dans le théoréme suivant on va assurer I'existence du pas d’Armijo en
posant quelques conditions sur la fonction ¢
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Théoréme 2.3.1 Si ¢ : Ry — R, définie par o(\) = f(xp + Ady) est
continue et bornée inférieurement, si d; est une direction de descente en
zr (¢'(N) < 0) et si wy €]0,1], alors l’ensemble des pas vérifiant la régle
d’Armijo est non vide.

Preuve. [33] on a
e(A) = f(zk + Ady)

(A = f(ax) + AV f (k) dy.
Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :
P(A) = [k + Adi) = fax) + AV f(zr)d + AE(A) ou € (N) = 0,1 — 0,
et comme w; €]0,1[ et ¢'(0) = V' f(24)d) < 0 on déduit :
f(x) + AV f(ap)di < fag) + w01 AVT f(2g)dg pour A > 0.
On voit que pour A > 0 assez petit on a :
p(A) < VA).

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et () —
—00, A — +00, on déduit que la fonction 1»(\) — ¢(\) a la propriété :

P(A) — (X)) >0 pour A assez petit,
P(A) —@(A) <0 pour \ assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

o(\) =1w(\) et o(\) <P(N) pour 0< <A

Ce qui achéve la preuve. [ ]

La régle de Goldstein

La regle de Goldstein remédie & cet inconvénient (le pas Aj, doit étre trop
petit ).

Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’Armijo on
obtient la régle de Goldstein.
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oll wy et wsy sont deux constantes vérifiant 0 < wy < we < 1, cette inégalité
qui empéche le pas d’étre trop petit.

Reégle de Goldstein

¢ Sio(N) < 9(0) + wap'(0)A, alors A est trop petit.

¢ Sio(N) > ¢(0) + w19’ (0)A, alors A est trop grand.

¢ Si 0(0) + w1’ (0)A > p(A) > p(0) + wag'(0)A, alors A convient.

On peut noter que 'on a

©(A) = f(zr + Ady)

& (0) —— /t' "

Pentew,d’[0)

Pente (0] Pentew,d’(0)

Fig 2.3 - La rgle de Goldstein

[Algorithme 2.2 (Régle de Goldstein&Price)
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir Ay > 0 w; € ]0,1[, wy € |wy, 1], poser k =1 et
aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si 0(0) + wr (0)A < (M) < ©(0) + w1 (0)Ag : STOP(A* = \p).
Si (M) > ©(0) + wi¢' (0)Ag, alors
= ay, et aller a I’étape 2.

bit1 = Ny Qg1
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Si (M) < ©(0) + wap(0) Ay , alors

bii1 = bg, a1 = Mg, et aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Si bry1 = 0 déterminer \gy 1 €]bgy1, +00|
Si bry1 # 0 déterminer \giq €]agi1, bria|.

Théoréme 2.3.2 Si ¢ : Ry — R, définie par o(N) = f(xr + Adg) est
continue et bornée inférieurement, si d; est une direction de descente en x
et si wy €)0,1], wy €|wy, 1], alors 'ensemble des pas vérifiant la régle de
Goldstein et Price est non vide.
Preuve. [33] on a
e(A) = flog + Ady)
oy (N) = fla) + @AV f(z)dy,
Yy (A) fax) + WAV f(a)dy.

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :
p(N) = for + Ady) = f(ax) + AV f(zx)d + AE(A) ou & (A) — 0,1 — 0,
et comme w; €]0, 1] et ¢'(0) = VT f(24)dy < 0 on déduit :
Fae) AV f(@r)di < f(an)+wedVT f (@) dy < f(zp)+wiAVT f(2)dy, pour A > 0.
On voit que pour \ > 0 assez petit on a :
P(A) <o, (A) <o, ().

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et ¥, (\) —
—00, A — 400, on déduit que la fonction v, (A) — ¢(A) a la propriété :

Py (A) = (X)) >0 pour \ assez petit,
Y, (A) —p(A) <0 pour \ assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

e(N) =1, (N) et p(A) <1, (A) pour 0 <X <A
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De la meme maniére, il existe A >0 tel que :
P(A) = 1, (A) et p(N) < 1,,(A) pour 0<A <A,

et comme 9, (\) < 9, (A) pour A > 0, forcément A < et X = X satisfait
(2.8)

Epr(j\) = o()) < ¢w1<)))7 n’est autre que

Ce qu’il fallait démontrer. m

La régle de Wolfe

La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢/()), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la regle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cotit additionnel
en comparaison du cott d’évaluation de f(z), c’est pourquoi cette régle est
tres utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur A > 0 :

Reégle de wolfe faible
f(xk + )\dk) S f(%’k;) + wl)\Vf(a;k)T.dk, (Wl) (29)

Vf(xr + Mdp)" dy > woV f(ar)T . dy, (W2) ( 2.10)

avec 0 < wy < wy < 1.
Reégle de Wolfe faible
¢ Si p(\) < (0) + wier(0)A et pr(N) > wapr(0), alors A convient.
¢ Si p(A\) > ¢(0) +wir(0)\, alors A est trop grand.
¢ Si /(N) < wapt(0), alors A est trop petit.
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On voit bien a la figure 2.4 ce que signifie cette condition.

Intervalle de sécurité Intervalle de sécurité
"t L - /

Pentew,d’(0)

Pentew,d"(0)

Fig 2.4 - La rgle de Wolfe faible

[Algorithme 2.3 (Régle de Wolfe)|
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir A\ > 0 w; € ]0,1[,wq € Jwy, 1], poser k = 1 et
aller a I'étape 1.
Etape 1 :
Si (M) < 0(0) + w1’ (0) A, et ' (N) > wag'(0) : STOP(A" = Ap).
Si (M) > ©(0) + w1¢'(0) g, alors
b1 = Mg, arr1 = ag, et aller & I'étape 2.
Si¢'(A) < way'(0), alors
bir1 = bk, ary1 = Mg et aller & I'étape 2.
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \giq €]agy1, +00[.
Si bry1 # 0 déterminer \gyq €]agy1, bri1|.

Reégle de Wolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si 'on rem-
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place (W2) par

|V f (g, + M) di| < —w2V f ()" . (W3)
Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (W 3)
entraine que wy¢'(0) < ¢'(A) < —w2¢’(0) c-a-d ¢'(\) n’est pas“trop” posi-
tif.

Pas de wolf forte Pas de wolf forte

Pente (0]

Pantauwgd 0}

Fig 2.5 - La rgle de Wolfe forte

Remarque 2.3.2 On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent
les conditions de Wolfe faibles, en éffet :

‘va(fEk + )\kdk)dk} < —WQVTf(l’k)dk
<~ WQva(ZEk)dk < VTf(J}k + )\kdk)dk < —WQva(ZEk)dk
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La régle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle
consiste & choisir le pas satisfaisant aux conditions :

WV f (i) di

fa) + AV fap)dy, (W4)

<
< VT f(ag + Medi)dy < —w, V7 f () dy, (W5)

ol 0 <w; <wy<letw’y>D0.

Remarque 2.3.3 1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxées im-
pliquent les conditions de Wolfe fortes. Effectivement (W4) est équivalente a
(W1), tandis que pour le cas particulier Wy = w”9 = wa, (W5) est équivalente
a (W3). En effet :

oV f(a)di < V7 f(an + Medy)de < —w”2 V7 f(wy)di
= WQVTf<l'k-)dk < va(ZEk + /\kdk)dk < —CUQVTf(ZL‘k)dk
= |V fap + Mdi)di| < —w2 V7 f () dy. (W3)
2) Les conditions de Wolfe relazées impliquent les conditions de Wolfe

faibles. Effectivement (W4) est équivalente a (W1), tandis que pour le cas
particulier Wy = wsy et w”9 = +00, (W5) est équivalente a (W2). En effet :

w'QVTf(wk)dk S VTf<£Ck -+ Akdk)dk S —(,U”QVTf(J?k)dk

Dans le théoréme suivant on va assurer ’existence du pas de Wolfe en
posant quelques conditions sur la fonction ¢ :

Théoréme 2.3.3 Si ¢ : R, — R, définie par ¢(\) = f(xp + Ady) est déri-
vable et bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et
si wy €)0,1], we €Jwy, 1], alors l'ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe
(faible) est non vide.

Preuve. [33] on a

e(A\) = flzp + Ady)
wwl()‘) = f(xk)+w1)\va(Ik)dk.
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Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :
p(N) = far + Ady) = f(xx) + AV f(zr)d + AE(A) ou & (N) — 0,1 — 0,
et comme w; €]0,1[ et ¢'(0) = V7’ f(24)dy < 0 on déduit :
fxr) AV f(ap)dy < f(2r) +wi AV f(24)d), pour A > 0.
On voit que pour \ > 0 assez petit on a :
(V) <, (V).

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et ¥, (\) —
—00, A — +00, on déduit que la fonction 9, (A) — ¢(A) a la propriété :

Y, (A) —(X) >0 pour X assez petit,
Y, (A) —(X) <0 pour \ assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

©(A) =1, (N) et () <, (A) pour 0 <A< A (2.11)

La formule des accroissements finis fournit alors un nombre 5\, 0<A<A
tel qu
PN = 0(0) = AN = AV f () + Ady)dy
= WAV f(zp)dp = AV [z + M) dy,
= VTf<l’k + j\dk>dk = wlva(xk)dk > WQVTf(l’k)dk,
car 0 <w; <wgp < 1let VT f(z)dy < 0.

~ Donc A satisfait (2.10). D’autre part, A = A satisfait (2.9), en effet
A satisfait (2.11)

o(\) < Y, (A), n'est autre que

Ce qu’il fallait démontrer. m
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2.4 Convergence des méthodes a directions
de descente

2.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente.

On dit qu’'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-
tendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

ferin) < fz) = CUVf(@p)]|* cos® by, (2.12)
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par
—va(ZL‘k)dk
cosby = .
C V@Il

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 2.4.1 Si la suite {x} générée par un algorithme d’optimisa-
tion vérifie la condition de Zoutendijk (2.12) et si la suite {f(xy)} est mino-
rée, alors

Z IV f(z1)||” cos? 0 < 0. (2.13)

k>1

Preuve. En sommant les inégalités (2.12), on a

1

l
2 2
Or <
> IV (@) cost 61 <

k>1

(f(z1) = fz141)) -

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour
tout k, f(zx) > C".

Il ya des propositions précisent les circonstances dans les quelles la condi-
tion de Zoutendijk (2.12) est vérifie avec les régles de la recherche linéaire
exacte (Cauchy, Curry) et aussi les régles de la recherche linéaire inexacte

(Armijo, Wolfe). =
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Proposition 2.4.2 Soit f : R" — R une fonction continuement différen-
tiable dans un voisinage de T' = {x € R" : f(x) < f(x1)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {xr} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (W1) — (W2). Alors
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de
Zoutendijk (2.12) est vérifiée.

Preuve. Noton g, = Vf(zx) et grr1 = Vf(xp + Aedy).
D’apres (W2)
Gioadi > wag) di
= (w2 — 1) g} di < (ges1 — g8)" di,

et du fait que f est continuement différentiable :

(grr1—gr)" di < Lllwp — x| |l

L A {| ]|l e

(wy — 1) ggdk
Lo lde]*

= A 2

en utilisant (W1), on aura :

fla) + wl)\kggdk

(1 - Wz) ngdk T
< flog) —ws Gy, di,
L |dil?

(1 —wy)
L

f(xr + Apdy)

IN

cos? 0, Hgk”2

= f(ﬂfk) — W

On en déduit (2.12) m
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Chapitre 3

Meéthodes itératives
d’optimisation sans contraintes

Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d’optimisation sans
ou avec contrainte fonctionnent selon un schéma général consistant, a chaque
itération, & se rapprocher du minimum par la résolution d’un sous-probléme
de minimisation. Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre
un probléme d’optimisation sans contraintes, soit le probléme (P)

(P)min{f(z) : x € R"},

pour lequel nous allons commencer par décrire les méthodes suivantes :

#Les méthodes de gradient

#Les méthodes utilisant des directions conjuguées

¢ Les méthodes de Newton et quasi-Newton.

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentia-
bilité de f ) a lexception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) basée elle, sur des
propriétés plus géométriques.

3.1 Principe des méthodes du gradient

On cherche & déterminer la direction de descente qui fait décroitre

¢ (@) = f(z + ad).
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Le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va essayer de mi-
nimiser la dérivée de ¢(«) en 0. On a

¢(0) = Vf(2)"d,

et on cherche d solution du probléme

min ¢'(0).

deRn,||d||=1

La solution est bien str
Vi)
IV f @)l
En vertu de I'inégalité de Schwartz.
Il y a ensuite de nombreuses facons d’utiliser cette direction de descente.
On peut par exemple utiliser un pas fixé a priori A\, = a > 0; Vk. On obtient

alors la méthode du gradient simple :

Tl = Ty + )\dk

Sous certaines hypothéses de régularité (f deux fois différentiable) cette meé-
thode converge si A est choisi assez petit. Ou bien consiste a faire les itérations

suivantes p f( )
k — —V x),

3.2

{ Tht1 = Tk + /\kdk ( )

Ou A est choisi de maniére a ce que

On obtient alors la méthode du gradient & pas optimal, cette méthode possede
une propriété interessante :

Proposition 3.1.1 Soit f : R® — R une fonction différentiable. Les direc-
tions de descente dy, générées par la méthode (3.2) et (3.3) vérifient

di1dy, = 0. (3.4)
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Preuve. Si on introduit la fonction
¢ (A) = [z + Ady),

on a

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement
¢ (\) =0,
donc

V[ (ze 4+ Medi) di = V f (2p11) die = —djydi = 0.

3.2 Le principe général d’une méthode a di-
rections conjuguées

Définition 3.2.1 Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive. On
dit que deux vecteurs x ety de R"™ sont A-conjugués (ou conjugués par rapport
a A) s’ils vérifient x7 Ay = 0

Description de la méthode

Soit {dp,ds,...,d,} une famille de vecteurs A—conjugués. On appelle
alors méthode de directions conjuguées toute méthode itérative appliquée
a une fonction quadratique strictement convexe de n variables : q(z) =
sal Az 4+ 0Tz + ¢, avec © € Rt A € M,y, est symétrique et définie po-
sitive, b € R" et ¢ € R conduisent a 'optimum en n étapes au plus. Et cette
méthode de la forme :

xo donné, (3.5)
Tpy1 = Tk + Agdg,
ou A\, est optimal et dy,dq,...,d, possédant la propriété d’étre mutuel-

lement conjuguées par rapport a la fonction quadratique. Si I’on note g, =
Vq(xy), la méthode se construit comme suit :
Calcul de )\,
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Comme A\, minimise ¢ dans la direction di, on a, Vk :
d() = dgVq(z) =0
diVq(zpy1) = df (Azpy +0)=0.

Soit
d} Azy, + M\edy,) +dib =0,

d’ou l'on tire :

T
A — W (3.6)
k k

Construire les directions A-conjuguées

Des directions A-conjuguées dy, d, ..., d, peuvent étre générées a partir
d'un ensemble de vecteurs linéairement indépendants &, ..., ¢, en utilisant
la procédure dite de Gram-Schmidt, de telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et
k, le sous-espace généré par dy,...,d; soit égale au sous-espace généré par
€os -+ -5 & Alors d;qest construite comme suit :

diy1 = &1 + Z(P(i+1)mdm
m=0

La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure
de Gram-Schmidt aux gradients Vq(xg), ..., Vq(zr_1), c’est-a-dire en posant
&= —Vaq(xg),...,&,-1 = —Vq(x,_1). En outre, nous avons que

Vq(z) = Ax+0b,
et Vi(z) = A

Notons que la méthode se termine si Vq(x;) = 0. La particularité inté-
ressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre de droite
de I’équation donnant la valeur de dj; dans la procédure de Gram-Schmidt
peut étre grandement simplifié. Notons que la méthode du gradient conjugué
est inspirée de celle du gradient (plus profonde pente).

Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonc-
tions quadratiques (cas linéaire)

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme :

1
q(z) = §$TA1’ +bv'r +c.
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Si on note gy = Vq(xy), Ialgorithme prend la forme suivante. Cet algo-
rithme consiste & générer une suite d’itérés {z;} sous la forme :

L’idée de la méthode est :
1-construire itérativement des directions dp, . . ., d, mutuellement
conjuguées

A chaque étape k la direction dj est obtenue comme combinaison linéaire
du gradient en xj et de la direction précédente dj;_;c’est-a-dire

drt1 = —Vq (Try1) + Br1di, (3.8)

les coeffcients 3, étant choisis de telle maniére que dj soit conjuguée
avec toutes les directions précédentes. Autrement dit :

di 1 Ady =0,
on en déduit :

AL Ady = 0= (=Yg (zr) + Brdi) Ady =0

= =V (2r41) Ady + By d Ady, = 0
Vi (2h1) Ady g Ady,

- = 3.9

= Bri1 d']z:"Adk d%Adk (3.9)

2-déterminer le pas )\ :
En particulier, une fagon de choisir A\ peut étre de résoudre le probleme
d’optimisation (& une seule variable)

on en déduit : T
—0p gk
e = —R22 3.11

Théoréme 3.2.1 Vo € R, la suite {x}}, définie par l’algorithme des di-
rections conjuguées (définie par (3.7) et (3.11)), converge en au mazimum n
pas vers T*.
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Preuve. [30] Sachant que dy, ..., d,_jengendrent R", définissons
I dF A(x* — zg)
T dTAd,

t.q. ¥ —xg=0pdyg+01dy + ... +0p_1d,_1.

Selon 'algorithme (3.7), nous avons que x; = xo+ Aodo + Mdy + ... +
/\n—ldn—l-

En multipliant cette expression par di A, on voit que di A(zy — z9) = 0
et donc que

dfA(x* — xo) = df A(z* — x1) = df (=b — Axy) = —di g

Ainsi, finalement o, = \x, ce qui démontre le théoréme. m
Algorithme 3.1 (Algorithme du gradient conjugué "linéaire")
Etape 0 : (initialisation)
Soit xq le point de depart, go = Vq(zo) = Axg + b, poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0:STOP ( z* = zy). "Test d’arrét".
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp 1 = z + Apdy avec :

—dfgk
Av =T
k k
div1 = —grs1 + Briade
3 _ 91{+1Adk
k+1 d%Adk :

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

La validité de ’algorithme du gradient conjugué liniéaire

On va maintenant montrer que ’algorithme ci-dessus définit bien une
méthode de directions conjuguées.

Théoréme 3.2.2 A une itération k quelconque de [’algorithme ot 'optimum

de q(x) n’est pas encore atteint (c’est-a-dire g; #0,i=0,1,--- ,k ) on a
a)
T
9k Gk
A = 0 3.12
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b)
T
Gier1 (951 — 91]
Bryy = —H=2 (3.13)
9i. 9k
T
Jk+19k+1 (
= 3.14)
g%fgk
¢) Les directions dy, dy, - - - ,dy1 engendrées par l'algorithme sont mutuel-

lement conjuguées.

Preuve. ([35])
On raisonne par récurrence sur k en supposant que dg,dq,--- ,d sont
mutuellement conjuguées
a) Montrons d’abord I’équivalence de (3.11) et de (3.12).
Ona:dy,=—gi+ Brdk—1.
Danc (3.11) s’écrit :

_dggk
A =

T Adj,

Il s Brdi-1]" gk

T Ad,

Gk 5 di_19k

df Ad,, " dl Ady,
Comme (dg,dy,- -+ ,dg_1) sont mutuellement conjuguées, x; est l'opti-
mum de ¢(x) sur la variété v* passant par z et engendrée par (dg, dy, - -+ , dj_1)

(Théoréeme 3.3.2).
Donc d}_gr = 0 d’ou 'on déduit (3.12).
b) Pour démontrer (3.13) remarquons que :

Gk+1 — G = ATpp1 — 21) = \Ady
1
= Ad, = " [Gk+1 — Gr] -
k
On a alors : )
G Ady, = A_kg£+1 [Gk+1 — K] 5
et en utilisant (3.12)
A, — Ik
T Ady’
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il vient
dr Ad,,
gl?—s—lAdk = kT—gg-s-l [9k+1 - gk]
95 9k
N G Ady, _ Gt 9k — gx)

Or de (3.9) on aura :

3 _ 91{+1Adk _ 91?+1 [9k+1 — 9]
e d;}FAdk 9;{ gk

ce qui démontre (3.13).
(3.14) découle alors du fait que :

gl{—&-lgk = 07
car
gk = —di. + Brdi-1.
Appartient au sous-espace engendré par (do,dq,--- ,dx) et que giiiest
orthogonal a ce sous-espace.
¢) Montrons enfin que dj,iest conjuguée par rapport a (do,dq,- - ,dy).
On a bien df, Ady, car, en utilisant dyy1 = —gg+1 + B4y di on aura :

dzﬂAdk = (_9k+1 + 5k+1dk)T Ady,
= _91:5+1Adk: + 5k+1d£14dk
T
. 1Adl~c
= 0.

Veérifions maintenant que :

di 1 Ad; =0 pour i =0,1,---  k— 1.

On a :
i1 Adi = —giy1 Ad; + Broyadi Ad;.
Le seconde terme est nul par ’hypothése de récurrence ((do,ds, -+ ,d)

sont mutuellement conjuguées ).
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Montrons qu’il en est de méme du permier terme. Puisque x;,1 = x;+ \;d;
et que \; #0 on a :

En écrivant :

Giv1 = —diy1 + Bid;
g = —di+ B;_1di1,

on voit que Adi est combinaison linéaire de d;;1, d; et de d;_;seulement.
Mais puisque (dg,ds, - ,dj) sont mutuellement conjuguées, on sait que le
point z; est Poptimum de ¢(z) sur la variété v* 1, engendrée par (do, dy, - -+ , dy,).
Donc gry1 est orthogonal au sous-espace engendré par (dg,dy,--- ,dy) et
comme Adi appartient & ce sous-espace pour ¢ = 0,1,--- ,k— 1, on en déduit
gzﬂAdi = (0 ce qui achéve la preuve. ®

Remarque 3.2.1 Dans ce cas dj, est une direction de descente puisque

diVa(zy) = (=Va(oy) + Brde-1)” Va(x)
= —Vaq(zp)"'Valzp) + Bedi_Va(zy)
— VeI (ear dfVa(w) =0)
< 0

Algorithme des déffirentes méthodes du gradient conjugué non
linéaire
EtapeO :(initialisation)
Soit zg le point de départ, go = V f(xg), poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a 1étape 1.
Etapel :
Si g =0: STOP(z* = xy)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape2 :
Définir xp, 1 = z + Apd avec :
i :calculer par la rechérche linéaire
dk+1 = —Gk+1 + Brg1dk,
ou 3, :définir selon la méthode.
Poser k = k + 1 et aller a ’étapel.
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3.3 La convergence de quelques méthodes du
gradient conjugué non linéaire

On s’intéresse dans cette section a la minimisation d’une fonction f :
R™ — R, non nécessairement quadratique :

min f(z),z € R".

Les méthodes du gradient conjugue pour réseaux ce probleme sont des
méthodes itératives de la forme :

Le pas A\p € R étant déterminé par une recherche linéaire. La direction
dy est définie par la formule de récurrence suivante (5, € R)

_ -0 sik=1
b= { —gk+ Bpdp—1 stk >2 (3.16)

Supposition 3.1.

(i) L’ensemble £ := {x € R"; f(x) < f(x1)} est borné; ot x; € R™ est le
point initial.

(i1) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif [ est contindment
différentiable et son gradient est lipschitzien i.e

3L > 0 tel que |lg(z) — g(2)|| < Lz — 2| ,V2,Z € N (3.17)

Remarque 3.3.1 Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que
lg()[| <7,V € £ (3.18)

Définition 3.3.1 .(/26, ]992/) On dit que dy, est une direction de descente
suffisante si

grdy < —c|lgi| (3.19)

Rappelons les conditions de Wolfe faibles :
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Vf(zp + M) dy, > woV f ()  dye (3.21)

0<w <wy < 1.
Les conditions de Wolfe fortes :

f(.%’k + )\kdk) < f(ﬂ?k) -+ w1)\ka<£L’k;)Tdk

‘Vf(l’k + )\kdk)Tdk| S —OJQVf(J?k)T.dk, (3.22)

ou
O<w; <wy < 1.
Les conditions de Wolfe relaxées :

floe+Mdi) < flag) + i VT f(g)dy,
OV flzp)de < VT flop + Medp)dp < —w” oV fzp)di,  (3.23)

ou
O<w; <wy<letw’y > 0.

Théoréme 3.3.1 Considérons une méthode du type (3.20) et (3.21) dans
laquelle d; est une direction de descente et le pas A\, est déterminé par la
régle de Wolfe faible avec 0 < wy < 1/2 : Considérons aussi que la supposition
3.1 soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition de Zoutendijk

suwvante :
ZCOS2 O llgx|” < oo,
k>1

est vérifiée.

3.3.1 Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient
conjugué non linéaire (version Flecher- Reeves) avec des recherches linéaires
inexactes (recherche linéaire inexacte de Wolfe forte ot wy < 1) était démon-
tré par Al-Baali ([1, 1985]).

Touati Ahmed et Story ([45,1990]) ont généralisé ce résultat pour

0< B, < B
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Gilbert et Nocedal ([26, 1992]) ont généralisé ce résultat pour
1Bil < 81" (3.24)

2
FR _ Hng

& H HQ, gradient conjugué variante Fletcher-Reeves
Jk—1

Théoréme 3.3.2 Supposons que l’hypothése 3.1 soit satisfaite. Considérons
une méthode du type (3.7) et (3.16) dont B, satisfait a (3.24) et le pas A
satisfait aux conditions de Wolfe fortes ot wsy € ]0, % [ Alors

cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf || gx|| = 0. (3.25)

Preuve. . ([26, 1992])
Puisque les conditions du théoréeme 3.3.1 sont satisfaites alors on a :

Wa

-1 di gk
<k = —wad; gk < 1 ||9k—1||2-

T—ws ™ lgl” — W2
D’autre part de (3.22)
| g1 | < —wadige = |di_ 19| < —wadi 1k,

d’ou

w
i 19| < —wadi yges < T llgral®- (3.26)
- w2

De (3.7),(3.24) et (3.26) :

el = [lgell” = 28290+ B Ndoall
< lgell® + |28kdi_y 96| + B ldi-1|®
1 + wo 2 FR\2 2
< di_11”.
< T2 gl + (55 ]
Posons
w:ij—g; on aura :
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Il < @ llgnll® + (B5%) el
~ ~ 2
< @lgl® + (B [@ g I + (BE5)” lldn—2 ]

k k
~ 4 —2 ~ 4 -2 ~ 4 —2
= Ollgrll* D Ngsll ™ + @ llgall* il = = @ llgnl® D llgsll ™.

Jj=2 J=1

Supposons que g est borné en dehors du zéro (limy,_, inf ||gx|| # 0), c’est-
a-dire :

gkl > w > 0;Vk = [|g]| 2 < w2,

de (3.18) on a :

k 4 Kk
2 ~ 4 -2 A
ldill” < @ 1lgell E 1951l S“’EE 1

. ‘=

= |ldil? <wlk
w?

d’ol
T2 = > 0. (3.27)
k>1 ”dkH wly k>1

Ce qui veut dire que ) —— A ”2 est divergente.
k>1

D’autre part, puisque les conditions du Théoréme 3.3.1 sont satisfaites on

a .
Zcos2 O || gkll> < oo,
k>1
“ loul _ loell
gk Gk
C1 0 < CoT—,
e S el
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d’ou

g ll”
> y zllael? < D cos? O llgn]l? < o0
E>1 || /CH E>1
4
L oyoladt
2
2y
4

= Y Y <
1]

k>1

1
I NN
[l

k>1

Ce qui contredit (3.27), d’ou le résultat :

klim inf || gx|| = 0.

3.3.2 Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement
convexe avec recherche linéaire, mais si f n’est pas convexe elle ne converge
pas.

PRP __ ggyk—l
ko= 2
1951l

, gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (3.28)

Théoréme 3.3.3 Si fest fortement convexe, continiment différentiable avec
un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére avec recherche li-
néaire exacte génére une suite {xy} convergeant vers l'unique point x* réali-
sant le minimum de f.

Preuve. ([33]) Montrons dans un premier temps que
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_dggk

cosf, = ———,
1wl Il

est uniformément positif.
Grace a la recherche linéaire exacte, on a

di g1 = di_y (g5 — gi1)
= —di g1 =— (g1 + ﬁkpﬁlpdk72)Tgkfl
= Hgk—1|’2 :
La forte convexité de f implique que

1
Ak-1

(x) — lkal)T Yk—1 = % ||k — 9€k71\|2,

d;‘g_lyk—l =

ol 1 > 0 est le module de forte convexité de f.
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

‘BPRPl _ |91§yk—1‘ _ \g}fyk_ﬂ < Me—1 L || gkl [|zk — 21 || _ L gkl
S gl dme T 0 e well? e

On peut alors borner ||d|| par :

ldell < llgell + 18| i

L gl
< el + LAl gy
7 Tdea]
L
< 14+ = ) |lgell -
n
Ensuite
I\ !
2
g = — ol < - (1 ; 5) el el
Ou encore

_ AT -1
cost:M2<l+£> )
[ gn Il Il n

La condition de Zoutendijk est vérifiée. Donc { f(zx)} est bornée inférieu-
rement (car f est fortement convexe).
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On en déduit que g — 0.

D’autre part, {x)} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc
des sous suites convergentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que l'unique minimum z* de f (car
g — 0).

Donc toute la suite {z}} converge vers z*.

3.3.3 Convergence de la méthode de la descente conju-
guée
Yuan ([47, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.17) de cette mé-
thode avec un pas satisfaisant aux conditions (3.20),(3.23) si wy < 3 et
CL’)Q - O
Dai et Yuan ([15,1996]) ont démontré ce résultat pour wy < 1 et Wy =0,

2
kCD = M, gradient conjugué variante descente conjuguée (3.29)

_dg_lgk—l

Théoréme 3.3.4 . Supposons que la ’hypothése 3.1 est satisfaite. Toute
méthode du type (3.7) et (3.16) dons laquelle [3;, vérifie (3.29) et le pas A
est déterminé par la régle de Wolfe relaxée ot 0 < wi < wg < 1 et Wy = 0,
est de descente convergente, dans le sens ot

klim inf ||gx|| =0

Preuve. ([15,1996]) Du théoréme 3.3.2 on a :
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—dr
-y < I oy,
[rel
T
So1< I gy,
gl
2 g gwll®
= (1 +OJ2) — T 2 S
—dkgk H%HH
CD
— k+1
= (I+wy) ' < BFE <1
k+1

cD FR
= Bri < Brir-

Donc B¢ vérifie I'inégalité (3.24).
D’aprés le théoreme 3.3.1 on a :

klim inf ||gx]| =0

3.3.4 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan ([16, 1998]) ont démontré la convergence de la méthde de Dai-
Yuan au sens (3.25) si le pas A est déterminé par la régle de wolfe faible.

2
DY HQkH

b= T , gradient conjugué variant Dai-Yuan (3.30)
k—1Yk—1

Théoréme 3.3.5 Supposons que la proposition 3.1 est satisfaite. La suite
{zx} converge dans le sens

klim inf ||gx]| =0
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Preuve. ([16, 1998]) En utilisant le théoréme 3.3.1, on aura :

Z cos? 0 ||gx|* < oo,

k>1

d’autre part on a :

ldiir + gl = [|B2di

2
= Nk ll” = (825) " Nldell® = 2dFs 1901 — llgna|”

De (3.30) :
T
derlngrl = (—9k+1 +5kDf1dk) Jk+1
g% 1H2
= d;yk i gr = BEY L g
k
dj; 9k+1
= BDY _ k+1 ’
k+1 dzgk

remplacant ceci dans (3.32), on aura :

(3.31)

(3.32)

ldeal® BRIl 2T iges lgeall’
(dgﬂgkﬂ)z (d£+1gk+1)2 (dfﬂgm)z (d{Hng)?
e _[ ! L lgenl? ]+ 1
(¥ g5’ lgesall®  diagen (dﬂrlgkﬂ)2 s |”
" 1 lgsall 17 1
(dfgk)Z - {||9k+1|| d{+1gk+1:| sl
] 1
(d{gkf H9k+1|’27
d’ou
ldl* 1 I |”
da)® ~ lal® (@ ge)”
L1 [’
Tl lgeall® (A pgks)®
k

1
2ol

=1
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Supposons maintenant que (3.18) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw >0 tel que ||gx| > w; VE.

On aura :
k k
|| di|® 1 1 1
TR < <—=—Y'1=—"—k
7 = 7 >
(d¥ 9x) Zl lgall” — w? Zl w?
d’ )’
N ( k:gkz > w2 l,
E>1 HdkH k>1 k
d’oll )
(dggk)
2 — 09
E>1 HdkH

ce qui contredit (3.31).
Ce qui achéve la preuve m

3.4 Principe de la Méthode de Newton

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) :min f(z) on f:R" —=R.

zeR™

Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement
les approximations du second ordre de f, plus précisément si

F(@) = Fa) + V) 2 + 5 (@ = 2T Az @ — ) + 00 — wl),

posons
o) = F(m) + T F ) — ) + 5 (o — )" Al (o — ).

Soit x4 1 'optimum de ¢, alors il vérifie Vg(x,1) = 0, soit en remplagant :

Vf(zr) + Alzg) (g1 — 2) = 0,
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donc
Tht1 = Tk — [A(Ik)]_l Vf(xr)

Avantages

Si le point x; et assez proche de la solution optimale locale x, telle que
A(z,) soit définie positive, alors I'algorithme de Newton converge de fagon
quadratique vers la solution x,, c’est a dire que ’on a,

lnes = 2ol < 7 llow — 2. 720

Inconvénients

1-Cette méthode fonctionne trés bien pour les problémes de petite dimen-
sion (1 < n < 10), lorsque on peut calculer facilement la matrice Hessienne
A et sont inverse. Ce calcul nécessite des itérations plus nombreuses et cou-
teuses dans les problémes de grandes tailles.

2-Comme 1 = T)— [A(xk)]_l V f(zr).On voit bien que le successeur
Try1 de xp n’est pas toujours bien défini.

3-Méme si [A(z;)]" existe la direction dy = — [A(zy)]”" Vf(xx) n'est
pas toujours une direction de descente.

Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est
nécessaire d’approximer ’étape de Newton asymptotiquement. C’est le prin-
cipe de Dennis et Moré. Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice
Hessienne dans chaque itération ?

La réponse a été découverte par Davidon en 1959 et a été développée
et popularisée par Fletcher et Powell en 1963. Elle consiste & commencer
par n’importe quelle approximation de la matrice Hessienne et a chaque
itération, on améliore la matrice en introduisant la courbure du probleme
mesuré tous au long de ’étape. Si cette amélioration est faite correctement,
on obtient quelques méthodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on
appelle les méthodes de la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré
I'optimisation non linéaire en procurant une alternative a la méthode de
Newton, qui est tres cotiteuse pour plusieurs applications. Il y a plusieurs
méthodes de variable métrique, on s’étalera particulierement sur les trois plus
importantes, la méthode de correction de rang un, la méthode DFP (Davidon,
Fetcher, Powell) et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).
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3.5 Meéthode de quasi Newton

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

{ Tht1 = Tk + A\,

3.33
dy = — Brgi. (3:33)

Ou By est une matrice destinée a approcher I'inverse du Hessien de f
(respectivement le Hessien de f )en zj. Le probléme posé est : quelle stratégie
a adopter pour faire cette approximation 7 On peut par exemple poser By =
I, mais comment ensuite mettre a jour I'approximation By au cours des
itérations 7

L’idée est la suivante : on sait que au point xj, le gradient et le hessien
de f vérifient la relation

Grr1 = Gr + H () (The1 — T) + €(Tpgr — 7).

Si on suppose que I'approximation quadratique est bonne, on peut alors né-
gliger le reste et considérer que 'on a

k1 =~ gk + H(xg) (vp1 — xp),

cela conduit & la notion de relation de quasi-Newton

Définition 3.5.1 On dit que les matrice By et Hyy1 vérifient une relation
de quasi-Newton si on a

H(xpy1)(Tr1 — 2x) = Vf (2r41) — Vf(2),

ou
Tt — T = Bir [V f(@r11) — V()]

Il reste un probléme & résoudre : comment mettre a jour By tout en
assurant B > 07 C’est ce que nous allons voir maintenant

Formules de mise a jour de ’approximation du hessien :

Le principe de la mise & jour consiste, a une itération donnée de I’algo-
rithme

{ Tpy1 = T + Apdy
dy = — Bk,
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a appliquer une formule du type
avec Ay symétrique, assurant la relation de quasi-Newton

Th1 — Tk = Brga (k1 — gi)

ainsi que By.q > 0, sous ’hypothése que B > 0.

La formule (3.18) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues
lors de I’étape k de I’algorithme, c’est & dire essentiellement le gradient gy =
V f(x)41) au point 4,1, obtenu par recherche linéaire (exacte ou approchée)
dans la direction dy. Il existe différentes formules du type (3.33). Suivant que
Ay est de rang un ou deux, on parlera de correction de rang un ou de rang
deux .

3.5.1 Meéthode de correction de rang un

Etant donné que [H(x;)]" est symétrique, la formule de mise & jour de
I’approximation du Hessien By, est la suivante :

T
Byy1 = B + apuply, , u, € R"
donc la condition de quasi -Newton s’écrit comme suit
T
sk = (Br + axuguy, ) yr,

Ou encore
T
Sk — Bryr = apuruy, Y.

D’ou I'on déduit que u; est proportionnel a s, — By, avec un facteur qui
peut étre pris en compte dans a;. Un choix évident pour vérifier cette derniére
équation est de prendre u = sp— Bryy et ay tel que ay, (u;{yk) = 1, on obtient :

(sx — Buyr) (81 — Brui)”
(sk — Beyr)" wk

Bjy1 = By + (3.35)

Théoréme 3.5.1 Si f est quadratique, de matrice Hessienne H définie po-
sitive et st S1, So, -+ , S, sont des vecteurs indépendants, alors la méthode de
correction de rang un converge au plus dans (n+ 1) itérations et (B,1) ™' =

H.
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Avantages :

Cette méthode présente 'avantage, que le point x;,; n’a pas besoin d’étre
choisi comme le minimum exact, c’est a dire qu’on n’a pas besoin d’effectuer
des recherches linéaire exactes.

Inconvénients :

Meéme si la fonction est quadratique, et méme si son Hessien est défini
positif, il se peut que la matrice Bj, ne soit pas définie positive. Le dénomina-

T . R . . .12
teur (sx — Bryr)  yr peut devenir nul ou trés petit, ce qui rendre le procédé
instable.

3.5.2 Meéthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard
en 1963 par Fletcher. La formule de mise & jour de DFP est une formule de
correction de rang deux. De fagon plus précise construisons By ien fonction

de Bj de la forme :
Byi1 = Br + A + Ay, (3.36)

avec Ay et Ay deux matrices de rang un tel que
T T
Ak = ApUrUy , Ak = bkvkvk,

ay, by sont des constantes, uy, vi, sont deux vecteurs de R". By, doit satisfaire
la condition quasi -Newton c’est a dire

Th1 — T = Bry1 [ger1 — gi) -

Si on pose par suite

Sk = Th4+1 — Tk 5 Yk = Gk+1 = Gk;
donc
Sk = DBrriyk (3.37)
= (B + apupui + brvkvl) i,
par suite

T T
apury, Yr + brVrVy Yx = Sk — By

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre

T T
U = Sk, Vg = Bkyka AU Y, = 1, bkvk Y = —1,
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d’ou rg .
SkSg LYYy Dk

B =B+ — 3.38

k+1 k Sgyk ygBkyk ( )

Remarque 3.5.1 Le résultat suivant montre que sous certaines conditions,
la formule (3.38) conserve la définie positivité des matrices By.

Théoréme 3.5.2 On considére la méthode définie par

Tp1 = Tk + Apdy,
dy, = — By gk,

ou A\ optimal, By > 0 est donnée ainsi que g, alors les matrices By, sont
définies positives.

Théoréme 3.5.3 Appliqué o une forme quadratique f, l’algorithme DFP
décrit par la relation
skst Bryryl By

Bur = By + 5%k _
! St Uk Yl Bryy

engendre des directions conjuguées dy, ds, - - - , d;, vérifiant
di Hd; =0 , 1<i<j<k, (3.39)
By 1Hd; = d; , 1<i<k. (3.40)

La méthode DFP se comporte donc dans le cas quadratique, comme une
méthode de directions conjuguées. On peut aussi remarquer qu’on a pour
k =n —1 la relation

Bn+1Hdi:di, Zzl,,n—l

Et comme les d; sont linéairement indépendants (car mutuellement conju-
gués) on en déduit que B, = H L.
Avantages :
1-Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :
-L’algorithme converge dans au plus n étapes avec B, = H L.
-Elles engendrent des directions conjuguées.
2-Pour les fonctions quelconques :
-La matrice By, reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que
la direction soit une direction de descente.
Inconvénients :
-La méthode DFP est sensible a la précision de la recherche linéaire.
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3.5.3 Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
(BFGS)

La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)
est une formule de correction de rang deux, qui s’obtient & partir de la for-
mule DFP en intervertissant les roles de s; et y;. La formule obtenue permet
de mettre a jour une approximation Bj de Hessien lui méme et non de son
inverse comme dans le cas de la méthode DFP. On exigera que posée dans les
mémes propriétés, a savoir By reste définie positive si By 1’est et bien sur
I’équation d’approximation de quasi- Newton doit etre vérifiée, c’est a dire

By 155 = Y.

On obtient donc rg g
Yk, kSkSy Dk

Byi1 = By, + — 3.41

1 ylsy, sI' By.sk (3-41)

1-Notons que la direction dj est obtenue par une résolution d’un systéeme
linéaire. En particulier la mise a jour de By, est faite directement sur le facteur
de Cholesky C}, ou By, = CkCg ce qui rameéne le calcule de d; au méme corit
que pour la formule de DFP.

2-La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP
dans le cas quadratique. Les directions engendrées sont conjuguées. Cette
méthode est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode
DFP aux imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de vitesse
de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée quand la recherche linéaire
est faite de facon économique, avec par exemple la régle de Goldstein ou la
régle de wolfe et Powell.

3-La relation (3.41) permet de construire une approximation de la matrice
Hessienne elle méme (et non pas son inverse).

En effet : Posons

. — Ykyi  Brsisi By
=

— . 3.42
ylsy, st By.s (3.42)

Nous avons
Hyr = [Ben) ' = B+ Gy "

Par application de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury suivante
A~ laghT A1

™oL 41
(Atab’) =47 - T

(3.43)
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Ou A est une matrice inversible, et b est un vecteur de R", et en supposant
que bTA~la # —1, alors on a

_ _ T B.s.sTB -1
Hip1 = [Bip| = [Be +Ci) ' = {Bkijkyk _ Drsksy k] '

y,fsk SkaSk:
Posons B
A B + yk‘yk a= — - kSk ’ b _ Sk Bk’
Yl sk’ 53, Bisy,
donc
77—1 71—1
1 B+ S| T By By + ]
Hyq = {BkJr y’;y’“} ke ——3 ol (3.44)
i o 1= sTBy [By+ S| fan

T
Y, Sk Sj, Brsk

-1
on doit calculer | By, + y’“yi ] pour cela on applique la formule de Sherman-

Yk
Morrison-Woodbury une deuxiéme fois, on pose :

Yk T T
A - B 5 a = s b f—
k ygsk yk
- Bl Jsf (B
Yi 5k Ly (B ™
_ [Bk]fl . [Bk]il ykyk [ ] ' .
yk Sk + yk [Bk] 1

Remplacons cette derniére dans la formule (3.44) et d’aprés un calcul on
obtient

Hppn = [Beal™ (3.45)
Bt Bl [B’“]Tl S’“S{l[B’“]l
Y. Sk st [Br| ™ sk
T yl;yg B Hkﬁkngk.
Yi Sk sy, Hysy,

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
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1. Choisir zg et H, définie positive quelconque (par exemple Hy = I)
2. A Titération k, calculer la direction de déplacement

dk = —H,;1Vf($k),
déterminer le pas optimal Ay et poser
Thy1 = Tp + Apdy
3. Poser sy = A\pdy et yp = V f(2p1) — Vf(2x) puis calculer

T T
ykyk HkSkSka
H,..=H,+ — 3.46
ol F yls, st Hysy, (3.46)

4. Faire k < k + 1. Retourner en 2 sauf si le critere d’arrét est vérifié.
Comme critére d’arrét on retiendra par exemple ||gip11| < €.

3.6 La convergence d’une famille de trois pa-
rameétres des méthodes du gradient conju-
gué

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte(P) suivant

(P) :min{f (z):x€R"},

ou f est une fonction différentiable.

Les méthodes du gradient conjugué sont considérées comme des méthodes
importantes pour résoudre le probléeme (P), particulierement pour les pro-
blemes & grande taille. Ces méthodes suivent le schéma itératif suivant :

Tyl = T + Apdp, (347)
la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante :

_ k=1
dk:{ & stk } (3.48)

— gk + Brdi—1 si k> 2,

ou gx = V f(zr); \x est lalongueur de direction obtenue par une recherche
linéaire unidimensionnelle et 3, est un scalaire.

54



CHAPITRE 3. METHODES ITERATIVES D’OPTIMISATION
SANS CONTRAINTES

Les A\ vérifient les relations de wolfe fortes suivantes :
flan + Mdy) < f(x) + wiedy g, 3.49

|d£gk+1‘ < —wad} g, (3.50)

avec 0 < wy < wy < 1.

Le scalaire (3, est choisi de telle sorte que la méthode (3. 47) (3. 48) est
réduite 4 la méthode du gradient conjugué linéaire dans le cas quand ou f
est quadratique convexe et la recherche linéaire est exacte.

Pour des fonctions générales, cependant, de différentes formules pour le
scalaire (3, résultent des méthodes du gradient conjugué.

On peut citer par exemple Fletcher-Reeves (F'R), Polak-Ribiere-Polyak
(PRP), et Hestenes-Stiefel (H.S) (voir [23,41,43,28]) lesquelles sont données
par

lgxl”
P= 5, (3.51)
[l g1l
T
9k Yk—1
PRP = SR (3.52)
[rerm=y|
T
HS 9k Yr—1
. 3.53
k dg_lyk—l ( )
respectivement, ou ||.|| signifie la norme euclidienne et yx_1 = gx — gr—_1-

Les propriétés de convergence de ces méthodes ont été étudiées dans beau-
coup de références, par exemple [1,20,14,26,27,33,39,43,48|.

Cependant, si la condition imposée a wy dans (3.50) est seulement wy < 1,
ni I'une ni autre des trois méthodes du gradient conjugué non-linéaires citées
ci-dessus ne peuvent assurer la descente avec la recherche linéaire de Wolfe
forte (3.50), méme si f est quadratique (voir [5,14]).

La méthode de descente conjuguée (C'D) de Fletcher [23], ou

2
CD ||9k||

= 3.54
g _d£71gk—1 ( )

assure une direction de descente pour des fonctions générales qui satisfont
la recherche linéaire de Wolfe forte (3.49) (3.50) avec wq < 1.
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Mais la convergence globale de la méthode de C'D est prouvée (voir[15])
seulement pour le cas de la recherche linéaire qui satisfait la condition de
wolfe (3.49) et

wady g < gk + Medy) " dj, <0 (3.55)

Pour toute constante positive wy, un exemple dans [15] montre que la
méthode de descente conjuguée avec )y, satisfaisant (P) et

wadf g < glzi + Medi) " diy < —ad g (3.56)

ne converge pas.
Dai et Yuan [13] ont proposé une nouvelle méthode du gradient conjugué,
dans laquelle

DY ||gk||2
X Ty (3.57)
Une propriété remarquable de la méthode de DY fournit une direction
de descente & chaque itération et converge globalement & condition que A
satisfait la condition de Wolfe (3. 49), a savoir :

g(xr + Medp) T di > wodyi gy (3.58)

Quelques autres propriétés de la méthode de DY ont été exposées dans
les références [6,16,18,19].

Dans [18], Dai et Yuan proposent une famille d’un parameétre entre deux
méthodes (F'R) et (DY) pour le scalaire 3, défini de la maniére suivante :

8, = PAls
Mlge—ill* + (1 =N dl_ g

ol A € [0; 1] est un parametre. Ils établissent que la famille d’'un parameétre
converge globalement si les paramétres ws, Ws dans les conditions de wolfe
relaxée (3. 49) et (3. 56), et A sont tels que :

Wo — 1 S ((.UQ +u’12) A S 1. (359)

Nazareth a considéré les formules FFR, PRP, HS, et DY comme les
quatre compétiteurs principaux pour le scalaire 3, et a proposé une famille
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de deux parametres des méthodes du gradient conjugué de la maniere sui-
vante :

8, = A llgall* + (1= M) g s
S lge—all® + (1 = py) di_yyes’

ou )\k, Uy € [0,1]

Dans cette section, on propose une famille de trois parameétres des mé-
thodes du gradient conjugué, qui inclue les méthodes du gradient conjugué
non linéaire mentionnés ci-dessus, et nous étudierons la propriété de descente
de la famille de trois parameétres ainsi obtenue. Nous prouverons, si le critére
de relancement de Powell [41] est utilisé que la famille de trois parameétres
avec la recherche linéaire de Wolfe forte produit une direction de descente a
chaque itération.

Une famille de trois parametres des méthodes
du gradient conjugué

Dans [32], Liu et Storey ont présenté la formule suivante pour le scalaire

By :

T
LS Gk Yk—1
= == 3.60
k —d£_19k71 ( )

On observe d’aprés les formules (3. 53) et (3. 60) que la prochaine direction
dr+1 dans (3. 47) est indépendante de la longueur de dj, quand (3, prend la
forme de (3. 53) ou (3. 60).

Beaucoup d’auteurs ont présenté d’autres choix pour le scalaire (3, par
exemple Buckley et Lenir, Daniel [21], Gilbert et Nocedal [26], Qi et Al
[43], Shanno [45], et Touati-Ahmed et Storey [47]. On observe alors que les
formules (3. 51) (3. 54) (3. 57) et (3. 60) partagent deux nominateurs et trois
dénominateurs, nous pouvons utiliser les combinaisons de ces nominateurs et
dénominateurs afin d’obtenir la famille de trois-parameétres suivante :

(1 — M) gl + Meg? v
(1 — gy, — wi) llgs—1l® + pudf_yp—1 — widf gk

ou N\, €10,1], pp €10,1], wi €[0,1 — ] sont des parametres.
Puisque
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g yk-1 = llgrll* — 97 g1,

et

d;}r_ﬂk—l = Bk—le—ng—l - ||91~::—1||2 )

on peut écrire la formule (3.61) ainsi

_ lgell* = Mgt gr
||91c—1||2 + #kngdk—l — (g + Wk)ﬁkfldgdgk—l

Si la fonction objective est quadratique convexe et A la minimisation
unidimensionnelle exacte, la formule ci-dessus pour 3, se réduit clairement a
la formule de F'R (3. 51), dans ce cas nous avons

B (3.62)

grdp— =0, (3.63)
et

gt ge-1=0. (3.64)

Cependant, pour des fonctions générales, les relations (3. 63) et (3. 64)
n’ont pas besoin d’étre satisfaites.

Par conséquent les méthodes (3. 47), (3. 48) et (3. 62) avec des valeurs
différentes de Ay , p , wy forment une famille de trois paramétres du gradient
conjugué non-linéaire.

11 est facile de voir de (3. 61) que la famille de trois parameétres inclut six
méthodes simples du gradient conjugué non-linéaire qui existes déja.

Si w, = 0, alors la famille se réduit a la famille des méthodes de deux
parameétres du gradient conjugué [37].

En outre, si Ay =0, p, = p, wi = 0, alors la famille se réduit a la famille
d’un parameétre [18].

Par conséquent la famille d’un parameétre et la famille de deux paramétres
sont des cas particuliers de la famille de trois parameétres.

En outre, les méthodes hybrides dans [13,26,29] peuvent étre également
considérées comme des cas particuliers de familles de trois paramétres.

Par exemple, pour améliorer la propriétes de convergence de la Méthode
de F'R et les bonnes exécutions numériques de la méthode de PRP, Hu et
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Storey[29] ont proposé une méthode hybride de la maniére suivante :
B, = max {0; min{BfRP;ﬂfR}}. (3.65)

On peut facilement voir cela, la formule (3. 65) correspond a (3. 62)

2
g%gg’% si gl gr-1 > |lgrl®,
A = 1 si gf g1 € (0, ||gel®)
0 si gl gr—1 <0,
pr =0, wy =0.

3.6.1 Critére de relancement de Powell et propriété de
descente

Si nous avons besoin seulement que wy; < 1, quelques méthodes comme
FR, PRP, et HS avec la recherche linéaire de Wolfe forte peuvent produire
des directions de recherche qui ne sont pas de descente méme si la fonc-
tion objective est quadratique. Ainsi, de particuliéres attentions doivent étre
données au probléme suivant : comment garder la propriété de descente des
méthodes du gradient conjugué ?

Dans cette section, nous prouverons cela, si la recherche linéaire de Wolfe
peut garantir la propriété de descente de chaque direction de recherche. Dans
[41], Powell a suggéré le relancement d, = —g; si la condition suivante est
satisfaite :

gt g1 < Ellgrll?, (3.66)

pour traiter la méthode du gradient conjugé de trois parameétres de Beale’s.
ou ¢ > 0 est une certaine constante positive.

En fait, pour les méthodes du gradient conjugué classique, si la fonction
est quadratique convexe et la recherche linéaire est exacte alors la relation
(3.64) n’implique aucun relancement.

Dans les réalisations des méthodes du gradient conjugué, le critére de
relancement de Powell a été employé par beaucoup d’auteurs, par exemple
Buckley et Lenir et Khoda et Al [31].

Pour montrer 'importance du critére de relancement de Powell en gardant
la propriété de descente des méthodes du gradient conjugué, considérons
d’abord la méthode de HS comme exemple d’illustration.
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A cette fin, nous définissons :

=gl
_ iy
[l gl

Il est évident que d; soit une direction de descente si et seulement si
rr, > 0. Pour la méthode de HS (3. 47), (3. 48) et (3.53), des calculs directs

donnent . . .
_ 919k {1 9k 9k—1 Gpde—1 }
di_ 1Yk ||g;€||2 g dyq
Supposons que dj,_; est une direction de descente dans I'étape (k — 1) et
la recherche linéaire satisfait les conditions de Wolfe fortes (3.49), (3.50).

Alors nous avons g} dy_1 <0 et d}  ye_1 > 0.
En outre, il suit de (3.50) que :

(3.68)

Tk

g}fdk_l

< ws. 3.69
g]z_ldk—l = ( )

Par conséquent d’apres (3. 68), si le critere de relancement de Powell
(3. 67) est employé, la méthode de HS peut assurer la propriété de descente
de la prochaine direction dj, & condition que le parameétre £ et w, satisfont

Ewy < 1. (3.70)

Pour la famille de trois parameétres du gradient conjugué, nous pouvons
prouver le théoréme général suivant.

Théoréme 3.6.1 Considérons n'importe quelle méthode de la forme (3. 47),
(3.48) et (3.61) avec A\, € [0,1], py, € [0,1], wi € [0,1 — ] et la recherche
de wolfe forte (3.50), ainsi que le critére de relancement de Powell (3.66). Si
de plus les paramétres &£ et wo satisfont

1
I+&ws < 5 (3.71)
alors pour tout k > 1 on a
0<r, < ! (3.72)
r —_ .
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Preuve. Supposons que (3.66) soit satisfaite pour tout k. Nous allons mon-
trer (3.72) par recurence.

Notant d; = —g; alors ; = 1, nous remarquons que (3.72) est satisfaite
pour k = 1.
Nous supposons maintenant que (3.72) est satisfaite pour £ — 1, on a
1
0<rp) < ———5—, 3.73
ol 1— (1 + £) W ( )
d’aprés (3.48) et (3.62) et par un calcul direct on trouve
i Gr—1
rkzl—{l—)\k k 2]bk, (3.74)
19l
ou .
o di—1

by = .
(1= 1p — wi) [lgr—l® + prgf di—1 — (g, + wi)gf 1 dr

On utilise (3.50), (3.73) et le fait que uy, wy > 0 dans (3.74), on obtient

T
—w29k71dk—1

(1=t — wi) [lgral|® — wartegl_1di—1 — (y, + wi) gt dr—
Wal'k—1

(1= g, — wi) + [(1 + wa) oy + W] 761
wy L — (14 & ws] ™

by

S U =) [0+ w) i 4wl L= (11 ) wa]
e e (S PSS RS Prvaes (et P
< ﬁ (3.75)
de la méme maniére on établit
b > —ﬁ, (3.76)

donc de (3.74), (3.75),(3.76), (3.66), (3.71) et le fait que Ay € [0,1], on
obtient

(1“‘5)&}2 o 1

(1+&) ws
V=1 —(0+9wm 1-(+0w

- . (3.77)

<r,<l+
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donc (3.72) satisfaite pour tout £ > 1. m

Dans les calculs, Powell [41] a proposé que la valeur de ¢ dans (3.66) est
¢ = 0,2. Nous devons préciser que la condition (3. 71) permet des valeurs
relativement grandes de £ et par conséquent le point courant xj est instable
parce que le parameétre ws dans (3.50) prend généralement une petite valeur,
normalement wy = 0, 1.

Propriétés de convergence

Pour la convergence, nous proposons que g, # 0 pour tout k. car autre-
ment on a un point stationnaire.

Nous supposons aussi que 3, # 0 pour tout k. car la direction dans (3.48)
est reduite & — gy, si 3, = 0, alors le nouveau point de départ reste stationnaire
et nous pouvons prendre zj ol k est le plus grand indice pour lequel 3, = 0
et ou la convergence faible suivante :

klim inf || gx|| = 0,

est satisfaite.
On suppose dans tout ce qui suit que la supposition (3.1) est vérifiée.

Pour donner le premier résultat de convergence pour la famille de trois
parametres nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.1 supposons que x1 est un point de départ pour que la supposi-
tion (3.1) soit satisfaite.

Considérons la méthode de la forme (3. 47). (3.48) ou dj, est une direction
de descente et \i, satisfait les conditions de Wolfe faible(3.49) et (3.58). S’il
existe une suite ¢, positive telle que

|81l <

< m . (3.78)

et

Z ”ng = 400, (379)

k>1

alors la méthode converge dans le sens suivant

klim inf ||gx|| = 0. (3.80)
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Par le lemme 3.6.1, nous pouvons trouver le résultat général suivant pour
la famille de trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire.

Théoréme 3.6.2 supposons que x1 est un point de départ pour que la sup-
position (3.1) soit satisfaite.

Pour toute méthode du type (3. 47), (3.48) et (3.61) avec A, € [0,1], u;, €
[0,1] et wy € [0,1 — uy] et la recherche linéaire de Wolfe forte (3.49) (3.50)
ainsi que le critére de relancement de Powell (3.66).

Notons par 1, = !ﬁk/ﬁfﬂ.

Si (3.71) est vérifiée et si les paramétres A, i, et wy sont tels que

IPER (3.81)

j=2
pour une certaine constante v > 0 et tout k > 2 alors la méthode converge
au sens faible (3. 80).

Preuve. Puisque les parameétres & et ws satisfont (3.71), nous avons par le
théoréme 3.6.1 que (3.72) est satisfaite pour tout k, ceci implique que chaque
d;, est une direction de descente.

Définissons i
¢, = <H ) gell”. (3.82)

Jj=2

D’aprés (3.51) et la définition de ¢y, on peut écrire que

Py,

8| =P 3.83
i = - 389
D’autre part (3.18), (3.81) et (3.82) impliquent que
2
1
gl > (3.84)

b TR

d’ou (3.79).

Par conséquent par le lemme 3.6.1, on obtient (3.80). m

Maintenant nous discutons quelques choix spéciaux des parametres \g, 1, et
wy qui satisfont la condition (3.81).

En utilisant le théoréme ci-dessus, nous pouvons déduire encore la conver-
gence globale des méthodes hybrides.
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Par exemple, pour la méthode hybride (3.65), nous avons 0 < ¢, < 1,
qui indique que la relation (3.81) est satisfaite avec » = 1. Par conséquent
considérons (3.80) et supposons que H?;zlbk < rvk — 1 pour un certain k > 3.

Alors & l'itération de k—%m¢ (3.81) est verifieé :

<4/1 L 3.85
L > + m ( . )

Pour A\, = p, = wi, = 0, B, est réduit a BfR, et par conséquent ¢, = 1.
Ainsi méme si 1 = 1 pour k£ grand, nous pouvons voir de la relation (3.85)
qu’il existe un certain intervalle dans [0, 1] pour chacun des paramétres
Ak, Mg, €t wy, tels que (3.81) soit verifiée.

Généralement il existe les choix de Ak, 1, et wyg, qui satisfont la condition
(3.81) (comme cité ci-dessus), cette restriction peut réduire les intervalles
admissibles pour A\, € [0, 1] p;, € [0,1] et wy € [0,1 — p.].

Généralement, pour un certain k la valeur de ¢ peut étre moins de 1,
et en conséquence ceci permettra a ¢ de prendre une grande valeur. Par
exemple, si I'étape ||xx — xp_1|| est trés petite et A\, est proche de 1 & une
certaine itération loin de la solution, alors ¢, peut étre plus petite que 1.

Un autre point qui devrait étre précisé ici, nous pouvons également agran-
dir l'intervalle admissible pour Az, ., et wg, par la situation (réglage) de r
dans (3.81) a une grande valeur.

L’inégalité (3.81) suggeére une seule possibilité pour choisir Ay, 1, et wy,
a savoir que la valeur absolue du coté droit de (3.61) est aussi petite que
possible.

Par le lemme 3.6.1, nous pouvons également prouver le résultat de conver-
gence suivant.

Théoréme 3.6.3 Supposons que x1 est un point de départ pour la supposi-
tion (3.1) est satisfaite.

Considérons toute méthode sous la forme (3.47), (3.48) et (3.61) avec
Ak € [0,1] py € [0,1] et wy € [0,1 — py], avec la recherche linéaire de Wolfe
forte (3.49) — (3.50) et le critére de relancement de Powell (3.66).

Si (3.71) satisfait, et si les paramétres Ay, ., et wy sont tels que :

0 < Agrgi1 < llgell®, (3.86)

et
Mkd£_1gk - wkﬁk—ldg—zgk—l > —/\k—lgg—1gk—27 (3-87)

pour tout k > 2, alors la méthode converge au sens faible (3.80) .
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Preuve. Puisque les parameétres £ et ws satisfont (3.71), nous avons par
le théoreme 3.6.1 que (3.72) est satisfaite pour tout k, ce qui implique que
chaque d;, est une direction de descente.

De (3.86), (3.87) avec k remplacé par k + 1, et la formule équivalente
(3.62) de f3;,, on voit que la relation (3.78) est satisfaite avec

O = (1 — Hpy1 — Wk+1) ||9k:”2 + Mk+1d;€yk — wir1dy gk, (3.88)

en utilisant (3.50) et (3.72) dans (3.88), on peut prouver que

o [(1 = ptn = wrsn) + (L4 ws) gy 7s + wiare] lgell” (3.89)

<
< [+ 2+w) (-1 +Ew) ] gl
_ _3—&ws gell?
1— (1 + IS) w2 '
Pour tout 14 € [0,1] et wii1 € [0,1 — fy44]-
La relation ci-dessus et (3.80) implique

2
Z HngH — 400,
k

k>1

ainsi, par le lemme 3.6.1, on a (3.83).
Si € < 1, la deuxiéme inégalité dans (3.89) découle clairement, puisque
(3.66) et le fait que Ay € [0, 1] donnent

Megh gr—1 < gt g1 | < Ellgell® < llgxl®.

11 est facile de voir que la méthode F'R ( A\ = p;, = wy, = 0) satisfait les deux
conditions (3. 86) et (3.87). =

Cependant, pour d’autres méthodes il n’est pas clair que ces conditions
soient vérifiées tant que ces dernieres dépendent de I’ordre des points produits
par les méthodes. Par exemple, dans le cas extréme g! g1 < 0, gl d_1 < Oet
Br_1d}_5gk—1 > 0, nous devons choisir Ay = f1;,,1 = w1 = 0. Si g} gr—1 > 0,
il existe toujours des intervalles admissibles pour Ay, 14, et wii1.

Le lemme suivant est da a Gilbert et de Nocedal [26]

Lemme 3.6.2 Supposons que x1 est un point de départ pour que la suppo-
sition (3.1) soit satisfaite.
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considérons que la méthode sous la forme (3.47) — (3.48) avec les trois
propriétés suivantes

(i) B >0

(ii) les conditions de Wolfe faible (3.49) et (3.58), et la condition de des-
cente suffisante

grdi < —cllgell*, otic >0,

pour tout k et une certaine constante positive c.

(#i) 1l existe des constantes b > 1 et A > 0 tels que |3;,| < b pour tout k,
et si ||z, — zp_1]| < X alors |8, < (20)7".

Alors la méthode converge au sens faible (3.80).

Par le lemme 3.6.2, nous pouvons prouver le résultat général suivant pour
la famille de trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire.

Théoréme 3.6.4 Supposons que x, est un point de départ pour que la
supposition (3.1) soit satisfaite. Considérons que la méthode dans la forme
(3.47), (3.48) et (3.61), ou A\, € [0,1], . € [0,1] et wy € [0,1 — ], ou
A satisfait les conditions de Wolfe forte (3.49) — (3.50), et ou le critére de
relancement

~€llgnll” < gl gr1 < llgel®, (3.90)

est utilisé.
Si les paramétres sont tels que

(1+&ws < % (3.91)

et
e > 1 —c||zg — zp-a]],

ot ¢y > 0 est constante, la méthode converge au sens faible (3.80).

Preuve. Supposons que
Jim inf [[gi || # 0,

alors il existe une constante positive v, telle que
lgkll = v, VE > 1. (3.92)
En utilisant (3.90) , (3.91) et (3.77) on obtient pour tout k& > 1:
1-2(1+¢& ws

1 - (148w, B

Ty = 2
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ou 7 est donné dans (3.67). Ainsi les conditions de descente suffisantes sont

satisfaites.
De (3.50), (3.70), (3.17), (3.18), (3.92) et le fait que A\, < 1, on peut
montrer que

(c1llgill® + LNl gkll) Nlawe — wpa
H9k71”2 (1 — gy, — wi) + pg (1 — wa) 2 + wicy
(c1 llgill® + L llgrl) Nlze — zr-a]]

2
C2 ||9k—1||

(3.93)

18l <

< ecsl|lzp — Tl

ou
ay’ + Ly

72

la supposition (3.1) implique qu’il existe une constante positive p telle que

C3 =

2]l < p. ¥z € £, (3.94)
b=2csp et A= (4c2p) ", de (3.93) et (3.94) on a

et si
|k — xp—1]] < A,

alors

Bl < (20) 7"

Ainsi la propriété (iii) est satisfaite.

En outre, (3.72) et (3.90) impliquent que 3, > 0.

Par conséquent les conditions du lemme 3.6.2 sont toutes satisfaites et
donc on obtient (3.80). m
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Chapitre 4

Une famille de deux parameétres
du gradient conjugué non
linéaire

On expose dans ce chapitre la convergence globale d’une famille de deux
parametres des méthodes du gradient conjugué dans lesquelles la procédure
de recherche linéaire de Wolfe forte est remplacée par une formule fixe de
longueur de pas. En plus des résultats de convergence, nous présentons les
résultats numériques pour les différentes méthodes du gradient conjugué non
linéaire, qui sont développés par Sun et Zhang [46] .

4.1 Introduction

Considérons le probléme sans contrainte d’optimisation :

(P) min{f(x):zeR"}.

Ou f est une fonction différentiable.

Les méthodes du gradient conjugué sont des méthodes largement utilisées
pour résoudre le probléme (P) particuliérement pour les problémes a grande
échelle. Ces méthodes sont de type itératifs, elles générent toutes une suite
infinie de points de la maniére suivante :

T4l = T + Oékdk, (41)
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la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante:
—0 sik=1,
e = : 4.2
g { — 0k + Birdi—1........ sik>2, (4.2)
ou
gr = Vf(xw), (4.3)

oy, est un pas de discrétisation et /3, est un scalaire donné par les différentes
formules. Plusieurs formules célébres pour 3, sont données par :

T
HS i Yk—1
— IeYe1 44
k d{flyk—l ( )
rr_ gkl
ko 29 (45)
gkl
T
1gk—1l]
on _ lgx|I” (4.7)
_dg_Lgkfl,
T
LS 9k Yk—1
_ kY1 438
k _dz:_lgkjfl ( )
et
g d;{_lyk—1’

ol Yk—1 = Gk — Gk—1-

Récemment, Dai et Yuan [11] ont proposé une famille de trois paramétres
de méthodes des gradient conjugué.

La formule proposée est :

(1 — M) gl + Meg? v

, (4.10)
(1 — gy, — wi) llgs—1l® + pudf_ b1 — widf 1 gr

Br =
avec : A, € [0,1], py, € [0,1], wi € [0,1 — 1] -
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Dans la mise en oeuvre de toute méthode du gradient conjugué, la lon-
gueur de pas qj est souvent déterminée par une certaine recherche linéaire
des conditions de Wolfe notamment

fxp + ardy) — f(z1) < Sargl dy, (4.11)

ou conditions de Wolfe fortes, a savoir (4.11)et

}g(mk + Oékdk)Tdk| S —Jg,?dk, (413)

avec 0 < 6 < 0 < 1. Ces types de recherche linéaire impliquent un calcul
étendu des valeurs de la fonction et du gradient, qui deviennent souvent
une lourde charge pour les problémes a grande échelle. Plus récemment, une
formule simple pour la longueur de pas a été proposée par Sun et Zhang
[46] pour les six méthodes du gradient conjugué, en prouvant la convergence
globale de la famille Dai-Yuan lorsque A = 1, et u, et wy sont constantes.
Autrement dit, nous supposons que 3, est donné par

g?fyk_l
(1—p—w) ”gkleQ + Ndf—ﬂ/kﬂ - de_lgk—l

Br = (4.14)

4.2 Propriétés de convergence

Nous adoptons les hypothéses suivantes pour la fonction f .

Hypotheése 4.1

La fonction f est de classe LC' au voisinage de N de ’ensemble L =
{z € R"/f(x) < f(z1)}, on suppose que L est borné, ici nous entendons par
LC", le gradient V f(z) est u— lipschitizien continu, i.e, il existe p > 0 tel
que

IV f(xpi1) = V(x| < pllerer — zxl] pour tout zpiq, 2 € N (4.15)

L’hypothése 4.1 est suffisante pour la convergence globale de la méthode
de PR et la méthode de CD, mais ne semble pas suffisante pour la convergence
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de la méthode FR, la méthode HS et la méthode de DY. Ainsi pour ces trois
méthodes nous imposons une hypothése plus forte qui est la suivante :
Hypothése 4.2
La fonction f est LO! et fortement convexe dans un voisinage N. En
d’autres termes il existe 7 > 0 tel que

Vf(zp1) — Vf(xk)]T (Tpy1 — k) > 7T ||Tpr1 — ka2 pour tout Ty, 1,2x € N.
(4.16)

Soit {Q} une suite de matrices définies positives. Supposons qu’il existe
Vmin > 0 et vpax > 0 telles que Vd € R”

Vimind' d < d*Qpd < Vpaxd” d. (4.17)

Cette condition est suffisante. Par exemple si Q) =@ et @) est définie
positive la longueur de pas fixe est donnée par la formule suivante :

ay = —=0gidy/ il (4.18)

ol HdkHQk = /AL Qrdy et 6 € (0, Vpmin/p) pour assurer que d1/Vimin < 1.
Lemme 4.2.1 Supposons que xy, est donnée par (4.1), (4.2) et (4.18). Alors
91?+1dk = 195 i, (4.19)

est vérifiée pour tout k, ot

0< pp =1~ 66, ldsll?/ e, (4.20)
et
0 7ak:07
= 4.21
P { (91— 9)" (@rrs — 20/ nss — 2l # 0. (4.21)

De plus si ay, # 0, alors
P < 1 —0T/Umax (4.22)

Preuve. Le cas de o = 0 implique que p;, = 1 et g1 = gx. Par conséquent
(4.19) est vérifie.
Nous prouvons maintenant pour le cas de oy # 0.
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De (4.1) et (4.18), on a

Gende = ghdi+ (geir— gi) di
= gldp +a; (g1 — 91)" (Tpsr — )
= gidy+ o by |rar — il
= g di + gy [|di]?
= gidp — (6gf di/ ||dk||2Qk)¢k Al
= (1= 8¢y 1l / 1d I3, ) g
= p9i dr, (4.23)

dons le cas ou ay # 0 pour démontrer que (4.22) on besoin le corollaire
suivant : ®

Corollaire 4.2.1 Il est vérifié que
1—0p/Vmin < pp < 14+ 04/ Vinin, (4.24)

pour tout k si l’hypothése 4.1 est satisfaite, et cette estimation peut étre
affinée pour
0<pr <1—=0\Vnax, (4.25)

st Uhypothése 4.2 est satisfaite.

Preuve. D’aprés (4.20) et (4.21), on a :

Il
P = 1—1049, a2
1kl
0 (g — gn)" (@xen — ) || dil®
1— 5 5 (4.26)
[k — 2| 1dllg,
Alors, d’apres ’hypotheése 4.1 au 4.2, nous avons soit :
lgk+1 = gl < pllzprs — @l (4.27)
ou
[Grs1 — gk]T (@1 — k) 2 AT — ka2a (4.28)

qui, conjointement avec (4.17) et (4.26), conduit aux bornes correspon-
dantes pour p, ®

72



CHAPITRE 4. UNE FAMILLE DE DEUX PARAMETRES DU
GRADIENT CONJUGUE NON LINEAIRE

Corollaire 4.2.2 Dans la formule (4.7), (4.9) on a

P =001 ) (4.29)

Preuve. D’apres (4.7),(4.9) et (4.19) nous obtenons :

2
BkDY _ HQkH
d£—1(9k - gk—l)
2
g
—di_gr—1(1 = pp_1)

Lemme 4.2.2 Supposons que I’ hypothése 4.1 est satisfaite et que xy, est
donnée par (4.1),(4.2) et (4.18), alors

> (gFdi)” [ lldel® < 0o (4.30)

dj #£0
Preuve. D’aprés le théoréme de la valeur moyenne, on a
flarn) = f(ar) = g (Thn — a3), (4.31)

ou g = V f(Z) pour certains T € [z, Tpy1], maintenant d’apres I'inégalité
de Cauchy-Schwartz, (4.1), (4.18), et '’hyothese 4.1, nous obtenons

G (xh1 — k) = g (@p1 — k) + (G — g1) " (@1 — 1)
< g (@rer — xx) + 1 — grll lzesr — 2|
< g (@per — w) + p )|z — )
= aygrdy + pad ||di®

T T 2 2
= gy dx — pardgy di || dell” / ldellg,
= apgp di(1 = pd || di]|* / 1di]13,)
< =01 — 6/ vanin) (g1 i)/ i, - (4.32)
C’est-a-dire :
f@eer) = flar) < —0(1 = 6 /vanin) (g5 di)?/ i3, (4.33)
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ce qui implique f(xgy1) < f(xy) il s’ensuit par ’hypothése 4.1 que klim f(zy)
existe. Ainsi d’apres (4.17) et (4.33) nous obtenons :

(gl{dk>2 < (ggdk)2 < Vmax
ldell® = " Ndills), 01— 10/ vrmin)

[f(l“k) - f(fl?k+1)] ) (4.34)

ceci termine la preuve m

Lemme 4.2.3 Supposons que ’hypothése 4.1 est satisfaite et que x;, donnée
par (4.1), (4.2) et (4.18), alors

liminf ||gx|| # 0 impliquez lgell* / ldell? < oo (4.35)
k—o00 dp£0

Preuve. [44] Si liminf ||g|| # 0, alors il existe v > 0 tel que ||gx|| > 7 pour
k—oo

tout k.
Soit
e = | gk di| /Il dll - (4.36)

Alors d’aprés le lemme 4.2.2 on a
A < v/4. (4.37)
Pour tout k grand, d’aprés le lemme 4.2.1 et le corollaire 4.2.1 on a

‘ngdkfl‘ = }pk—lggfldkfl‘
(1 + 644/ Urmin) ‘ggf1dk—1
< 2 ‘ng—ldk:—ﬂ . (4.38)

IN

En considérant (4.2), on a
g = 5kdk—1 — dk (439)
En multipliant g, de deux cotés de (4.39), nous obtenons

lgxll” = Brgi de—1 — g di. (4.40)
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D’apres (4.40) et (4.38), il s’ensuit que :

lgrll® _ Brgldi — gl dy
i [l
| B4l }ggdk—l} + \g}fdk\
- [k
2/\k_1”5kdk—1!| o
||l
I dx + gl
[l |l

A+ 201 + 204

IN

= A +2\

g ll”
il | gx
g ll”

7 [l
[l
7 |ldk|

g ll”
A+ 21 + . (441)
2| d|

IN

IN

Ak + 2 21 + 20

IN

Mo+ 201 + 2(%)

La relation ci dessus peut étre réecrite comme suit :

2
Al

| d||

< 2N + 41 < 40 + Ai1). (4.42)

Donc, on a :

4
[eAl

ldx |

<16(Mk 4+ Meo1)? < 32002 + 02 )). (4.43)

D’aprés le lemme 4.2.2, nous connaissons que . A7 < oo, donc nous
obtenons de (4.43)

4
gl

2
d#ngkH

< Q.
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4.3 Convergence globale de la famille de deux
parameétres du gradient conjugué non li-
néaire

Dans cette section nous discutons les propriétés de convergence d’une
famille de deux parameétres du gradient conjugué, ou (3, est donnée par

9h Yk
8, = - (4.44)
(1= o= @) lgral* + pdf_yys1 — wdi_ 1 gia

p € [0,1] et w € [0,1 — p] & savoir c’est une sous famille de (4.10) avec
Ae=1let y, =petw,=w.

Remarque 4.3.1 Le dénominateur de (4.44) ne doit pas s’annuler afin de
garantir que g di_1 < 0 pour tout k [9]. Car si le dénominateur de 3, est
nul & savoir

0 = (1—p—w) gl + pdi_yyer — wdi_ ge s
= (1= p=w)lgeal® + (uppr — = )Gk 1dir,  (4.45)

alors, indépendemment des wvaleurs de j et de w, il doit vérifier que
g,?_ldk_l = 0 cect implique que ay_1 = 0 et donc xp = xp_1et yp_1 = O,
par conséquent, le numérateur de (4.44) est nul. Dans ce cas, nous avons
simplement 3, = 0.

Lemme 4.3.1 Sous l’hypothése 4.2, la méthode définie par (4.1), (4.2), (4.18)
et (4.44) engendre une suite {xy} tel que f(xri1) < f(xk).

Preuve. D’aprés (4.33), nous avons
(i) = flar) < =0(1 — ud/vmin) (g5 di)?/ ldillg, <0, (4.46)
ce qui implique f(z¢i1) < f(zc).

Lemme 4.3.2 Sous l’hypothése 4.2 et lign inf ||gx|| # 0 on a B, — 0, quand
k — 0o ou B, est définie par (4.44).
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Preuve. Supposons que ||gx|| > v pour tout k, d’apres le lemme 4.2.2 on a

Y larar —aell® = D llowdil®
k k
T \2
g, d
I LN

4
izo ldillg,
2
P O S (A
T U 2 I ||*
min g, £ k
< 00, (4.47)

2
donc ||xgy1 — xkl|” — 0 et Y1 = gx — gr—1 — 0.
Nous considérons deux cas. Tout d’abord, si les deux p et w sont nuls,
alors

3 = g}fykfl
. =
(1= p— w) |grol® + pdl_ yr—1 — wdl_ gr
9 Yk—1
e (4.48)
| gr—1]]

donc le lemme est vrai. Deuxiémement, si au moins un de g et w n’pas
nul, nous affirmons que pour k est grand

1
grdi < —572- (4.49)
En effet, nous avons g} ,d;_; < 0 d’aprés la remarque ci-dessus. Si

gF 1dry = 0, on a gld, = — | g/ ainsi (4.49) est vrai. Si g% ,dp_y < 0
alors d’apres le lemme 4.2.1

grde = gl (—gk+ Bydi1)

T
Pr—19k Yr—1 T
= gl + o1
(1= —w) lga—1ll” + (wpr_y — 1 — W) Gr
T
< _72 + |pk—lgk yk*1| 7 (450)
\pp—1 — 1 — |

ainsi k assez grand, (4.49) est également vrai.
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D’apres (4.44) et (4.49), nous avons
\gtyea| = 1Bl | = 1 —w) lgn—1]* + (pp_1 — 1 — w)di_1g1]
> Bkl [ = p—w)y? + (1 = pr_y) +w)7?/2] .

D’apres (4.25), nous avons

|gl€yk—1‘ > | Byl [(1 —p—w) '72 + (UOAN/Vmax + W)VQ/Q} ) (4.51)
donc nous avons aussi 3, — 0 dans le deuxieme cas m

Théoréme 4.3.1 Sous l’hypothése 4.2, la méthode définie par (4.1), (4.2),
(4.18) et (4,44) engendre une suite {xy} tel que 111?1 inf ||gx|| = 0.

Preuve. Supposons au contraire que ||gx|| > v d’aprés la bornitude de 1’en-
semble de niveau lemme 4.3.1 que les deux {z;} et {g} sont

bornées, puisque lim inf ||gx|| # 0, d’aprés le lemme 4.3.2 nous avons 3, —
0 puisque :

]l < Nlgll + 18kl 1]l (4.52)

nous concluons que le {||dx||} est uniformément bornée donc, on a

lghdi] = |9k (—gx + Brdi—1)|
> gl /2, (4.53)

pour k suffisament grand, alors il existe € > 0 pour que

2
(o)’ _ 1ol
2 3= 7 =6
[ ||” [| g | d|]
pour k suffisamment grand, puisque ||dg|| est bornée par dessus, ce qui
implique

(4.54)

(91{%)2

= o0, (4.55)
di,#0 ||d/€||2

ceci contredit le lemme 4.2.2. m
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4.4 Expériences numériques et discussions

Dans cette section, nous présentons le travail de Chen et Sun ([4]) sur
I'expériences numériques de méthodes (4.4) — (4.9).

Test de logiciels d’optimisation nécessite un ensemble de base de sous-
programmes qui définissent les fonctions de test et les points de départ [35]

1. Systémes d’équations non linéaires. Etant donné f; : R" — R, pour
1 =1,...,n, résoudre

fz(l‘):o, ]-SZST% reR"

2. Moindres carrés non linéaires. Etant donné f; : R* — R, pour i =
1,...,m,avec m > n, résoudre

min {fo(x), T € R”} (4.56)

3.Minimisation sans contrainte. Etant donné f : R" — R, résoudre
min{ f(z),z € R"}.

Pour définir les 8 fonctions de test, nous avons adopté le format suivant.
Nom de la fonction.

a) Dimensions

b)Définition de fonction

c)Le point initial

d)Minimum de la fonction (4.56)

1) Rosenbrock

a)n =2, m =2
b) fi(z) = 10(zy — 27)
folx) =1—1y

c) xg = (—1.2,1)
d) f=0a (1,1)

2) Freudenstein et Roth
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a)n =2, m =
b) fi(z) = =13 + 21 + ((5b — x2)x2 — 2)22
2(x) = =29+ 1 + (w2 + 1)zy — 14)29
c) zo = (0.5, —2)
d) f=0a (54)
3) Powell
a)n =2, m=2

b) fi(z) = 10%x 25 — 1

fo(x) = exp [—x1] + exp [—x2] — 1.0001
c) zo = (0,1)
d) f=0a (1.098---1075,9.106- - -)

4) Brown
a)n =2, m=3
b) fi(z) = z; — 10°
f2(33) = T9 — 2.1076
f3(z) = xqwg — 2
c) o= (1,1)
d) f=04a (10°,2.10°5)

5) Beale
a)n =2, m=3
b) fi(z) = yi — 21 (1 — 23),
ol 1 =15, ys=225 y;=2.625
C) Ty = (1, 1)
d) f=0a (3,0.5)

6) Jennrich et Sampson
a)n =2, m>n
b) fi(z) =2+ 2i — (exp [ix1] + exp [iz2])
c) o = (0.3,0.4)
d) f=124.362--- & x; =29 =0.2578---pour m =10
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7) Helical valley
a) n =3, m=3
b) fi(z) = 10[z3 — 100(xy, x2)]
z) =10 [(x% +a)'? - 1}
x) =x3 pour
1

9(33 X ) = 2
1,42
—21 arctan <—2) —l— 05, Si T < O

z1

arctan (””—2) ,si 1 >0
xr1

fg(l‘) =1- T
fa(x) = (90)2 (x4 — a3)
falz) =1— 23
(@) = (10)* (25 + x4 — 2)
folw) = (10)2(z; — 22)
C) Ty = (_37 _]-7 _37 _1)
d) f=04a (1,1,1,1).

Les mémes parametres et critéres de convergence dans [5], un critére d’ar-

rét de l'algorithme est fixé a e = 107°.

Les résultats numériques de méthodes GC avec/sans recherche linéaire

sont illustrés dans le tableau (1).

Les résultats pour chaque probléme par chaque méthode sont présentés

sous la forme :

NF/NG
BFGS/DFP.

Ou NF/NG désigne le nombre des évaluations de fonction/gradient dans

ces méthodes avec la recherche linéaire, tandis que BFGS/DFP désigne le
nombre d’évaluations de fonction dans ces méthodes sans recherche linéaire.
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Le tableau (1)

Les résultats numériques de méthodes GC'

Probleme FR CD DY PRP HS
1 358/133  263/102 258/91  224/93  167/69
59/203  219/132  501/202  73/184  136/67

2 816/434 FAIL  225/147  442/311 638/475
839/1103 1433/2248 4388/1796  199/270  221/420

3 7/5 7/5 7/5 7/5 7/5
9/16 10/14 14/8 8/8 6/6

4 FAIL FAIL FAIL FAIL  FAIL
5/5 5/5  FAIL/12 6/6 TFAIL/21

5 8742/2884 7245/2546 19/13 39/29  50/40
FAIL  696/FAIL FAIL 209/FAIL  FAIL

6 16/7 16/7 16/7 15/9 16/7
32/32 32/32 FAIL/1660 32/32  50/53

7 4311/1456 3250/1125 8158/2736 FAIL  FAIL
4032/FAIL FAIL FAIL FAIL  FAIL

8  583/240  756/311  475/179  104/59  114/60
1215/FAIL FAIL FAIL  71/772  602/904

Il ya quelques différences entre les méthodes du gradient conjugé. Tout
d’abord, § dépend des paramétres inconnus vy, et i, si la valeur de 9 est
trop grande dans le test, les méthodes GC non-linéaire peut parfois engendre
un 541 tel que f(zg) < f (1)

En théorie, cela ne peut pas se produire si 0 est suffisamment petit, voir
le lemme 4.2.1.

Une fois une direction remontée est observée dans la pratique, nous rédui-
sons de moitié et redémarrons la méthode. Ainsi, aprés un nombre d’étapes
fini la méthode va générer des directions de descente et finalement on obtient
la convergence. Par ailleurs, les expériences numériques de la méthode non-
linéaire avec @)y = I montrent le mauvais comportement de convergence [4].
Ainsi Chen et Sun ont considéré certaines mises & jour quasi-Newton pour
Qr. Comme cette famille permet de nombreux types de formules de mise &
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jour de )y, ils ont testé les deux formules de mise a jour quasi-Newton, BFGS
et DFP avec la compétence de Powell pour traiter le cas de yid;, < 0, voir
[50], avec BFGS/DFP mise a jour pour Q) (les évaluations de gradient sont
les mémes dans cette famille puisque a chaque itération, une seule fonction
d’évaluation et un seul gradient d’évaluation sont nécessaires). FAIL indique
que la méthode échoue a la convergence au sein de 5000 itérations ou il a des
sorties numériques débordées. En regle générale, il ne prend pas plus de 5
secondes (le temps mural) pour chaque type(4.4) — (4.9) des méthodes de GC
avec recherche linéaire ou recherche non-linéaire pour compléter I’ensemble
des 8 problémes tests.

Nous remarquons qu’il ya des cas de défaillance d'un peu plus dans le
régime non-linéaire, mais la différence est insignifiante. Notez que les princi-
paux différences entre les méthodes quasi-Newtoniennes et les méthodes de
GC non-linéaire dans la mise a jour Qj est que seul le scalaire df Qxdj, est
utilisé pour calculer la taille de pas dans le second. Ainsi, une amélioration
possible est de construire une itération intérieure pour approximer le scalaire
dF Qrdy, au lieu de mettre a jour @y, directement. Cela peut faire gagner du
temps supplémentaire et de la mémoire. Une autre approche, comme nous
a indiqué une référence, est en utilisant la formule quasi-Newtonienne & mé-
moire limitée BFGS pour mettre a jour Q. Un document récent de Dai [7]
montre que la méthode Polak-Ribiere-Polyak converge, méme si le pas de
discrétisation oy = 1/(4p) est complétement constant, ce qui fournit une
nouvelle et intéressante direction dans la recherche théorique (Tableau (1)).
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une famille des méthodes de deux
parameétres de gradient conjugué non-linéaire et étudié les proprietés de
convergence globale de cette méthode dans lesquelles la procédure de re-
cherche linéaire de Wolfe forte (4.11) — (4.13) est remplacée par une formule
fixe de longueur de pas (4.18).

Avec le lemme 4.3.1, nous avons montré que la famille de deux parameétres
peut assurer la direction de descente & chaque itération. Alors avec des condi-
tions appropriées nous avons établi des résultats généraux de convergence, a
savoir, le lemme 4.3.2 et le théoréme 4.3.1 pour la famille de deux parametres
du gradient conjugué non-linéaire.

Les résultas de calcul montrent généralement que les méthodes non li-
néaires dépendent du choix de Q. Le choix le plus évident est Qr = I (la
matrice unité) lequel est toujours défavorabe. La derniére de quasi-Newton
de )y est plus acceptable et ne nécessite aucune évaluation de gradient dans
chaque itération.

En résumé, les résultats de calcul montrent que les méthodes sans re-
cherche linéaire peuvent étre aussi efficaces que ceux avec la recherche li-
néaire. Les résultats obtenus ont, sans nul doute, stimuler une étude plus
approfondie sur la théorie et des mises en ceuvre sur les méthodes de GC
non-linéaire.

Un probléme ouvert et sa conjecture

Grace aux études préalables, on choisit le scalaire 3, de la méme fagon(de
trois parameétres) mais Ay = A, py, = 1, wxy = w le scalaire 3, sera défini
par :

g = (1= N llgill* + Mgl ye—s
k — )
—Ww Hgk71H2 + dg_lykfl — de_lgkq

et on étudie la convergence globale de cette méthode de deux paramétres.
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